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Uvod

Regresni modely maji ve svém Sir§im pojeti témef vyluéné postaveni mezi statistickymi
metodami uzivanymi v riznych védnich oboreh. Je to proto, ze se snazi jednoduchym
zpusobem popsat vztahy mezi riznymi vlastnostmi (charakteristkami) studovanych
objektli a procest. Piikladem mohou byt dva snad nejjednoduss$i modely. Prvnim je
regresni piimka, pomoci které je vztah mezi dvéma kvantitativné méfenymi
charakteristikami (Y a X) vyjadfen rovnici Y = a + b*X + &. Parametry (regresni
koeficienty) a a b maji n¢jaké konkrétni ¢iselné hodnoty, které se snazime odhadnout na
zaklad¢ daj, které jsme shromazdili (na§ vzorek), zatimco symbol & piedstavuje
stochastickou (nedeterministickou) ¢ast modelu.

Analyza variance se ve své nejjednodussi podobé (tzv. jednocestna ANOVA) lisi od
modelu regresni pfimky jen tim, Ze v ni misto kvantitativni proménné X pouzivame
k vysvétlovani hodnot proménné Y kvalitativni proménnou (faktor) X. Parametr b ovSem
v takovém ptipad¢é nemiize byt jeden koeficient, miizeme si ale predstavit, Ze predstavuje
odchylky primértt Y u jednotlivych skupin (definovanych hodnotami faktoru X) od
celkového priméru proménné Y.

Predstava, ze mezi linearni regresi a analyzou variance neni podstatny rozdil, je jednim
regresnim metodam, v nichZ jsou tyto jednodussi modely riznym zptsobem rozsifovany,
aby se zvysila jejich realisticnost a tim i1 pouzitelnost pro nase data.

Dutlezité pro to, abychom se naucili statistické modely pouzivat, je i uvédomeéni si toho,
ze jde "jen o modely". Nas§ svét obsahuje sice spoustu zakonitosti, ale také spoustu
nahodnosti, a nemizeme ocekavat, ze predpovédi, zalozené na regresnich modelech
budou dokonalé. Piesto musime vzdy trochu pochybovat a i v okamziku, kdy se
dobereme néjakého vysledku, se musime ohlédnout pies rameno a ptat se: zvolil jsem
spravné charakteristiky jako vysvétlujici proménné? Zvolil jsem vhodny druh modelu?
Neni model zbyte¢né slozity? Pro zodpovézeni takovychto otazek existuji pomérne¢ dobré
postupy a my se alespoii s nékterymi z nich v tomto textu seznamime.

Tim se dostavam k asi nejpodstatnéjSimu sdéleni pro ¢tenafe tvodu (je ovSem poSetilé do
uvodu néco podstatného davat, protoze zkuSeni Ctenaii uvod skoro vzdy preskakuji).
o modernich regresnich metodach, nybrz o pouziti metod klasické linearni regrese
a analyzy variance. Piesto si jsem jisty, ze jeji zvladnuti je nezbytné pro Ctenare téméf
kterékoliv z néasledujicich kapitol (s vyjimkou vétsi ¢asti kapitoly o analyze prezivani). Je
to proto, ze vétSina modernich postupti piedstavovanych v této ucebnici vychazi ze
spole¢né obecné filozofie hledani, testovani a ovéfovani statistickych modelll a to se
odrazi i v obdobném zpuisobu jejich provedeni v programu R. Tyto viceméné spolecné
aspekty jsem umistil pravé do kapitoly 1 a v dalSich kapitolach se vice zamétuji na
specifika jednotlivych metod.

Tato ucebnice obsahuje nejen relativné malé mnozstvi statistické teorie (i kdyz —
uznavam — dosti velké na to, aby udolalo statného biologa, zejména pti vecernim cteni),
ale také praktické piiklady, povétSinou z oblasti pfirodnich véd. Piiklady jsou feSeny
pomoci metod pfitomnych v programu R. Zvladnuti tohoto software je mozné o trochu
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moznosti, které tento program nabizi. Uvod k praci sjazykem S, ktery program R
pouziva, je v samostatném textu, v téchto skriptech zakladni znalost predpokladam.
Priklady jsou vhodné pro uziti s verzi 2.3 programu R, ale snad i s trochu star$imi (2.x)
verzemi a pfedev§im s verzemi nov¢jSimi. Aktudlni verze tohoto programu je v okamziku
publikace téchto skript k dispozici na webové adrese http.//www.cran.r-project.org pod
odkazem "Download and Install R".

Jakékoliv piipominky ¢tenarti zaslané na adresu petrsm(@jcu.cz mne nejen nepopudi, ale
ve vetsing pripadu i potesi.

Petr Smilauer Ceské Budgjovice, 4. ledna 2007



1 Klasicky linearni model a analyza variance

Motivacni priklad

V tomto piikladu se ptame, jak se méni koncentrace ozénu ve spodnich vrstvach
atmosféry (kde je povazovan za toxickou latku) v zavislosti na meteorologickych
podminkach. Datovy ramec airquality obsahuje udaje o koncentraci ozénu, intenzité
slune¢niho zéteni, rychlosti vétru, teploté vzduchu, a také mésici a dnu méfeni:

> data(airquality)
> summary (airquality)

Ozone Solar.R Wind Temp
Min. : 1.00 Min. 7.0 Min. 1.700 Min. :56.00
l1st Qu.: 18.00 1st Qu.:115.8 1st Qu.: 7.400 1st Qu.:72.00
Median : 31.50 Median :205.0 Median 9.700 Median :79.00
Mean : 42,13 Mean :185.9 Mean 9.958 Mean :77.88
3rd Qu.: 63.25 3rd Qu.:258.8 3rd Qu.:11.500 3rd Qu.:85.00
Max. :168.00 Max. :334.0 Max. :20.700 Max. :97.00
NA's : 37.00 NA's 7.0

Month Day
Min. :5.000 Min. : 1.00
1st Qu.:6.000 1st Qu.: 8.00
Median :7.000 Median :16.00
Mean :6.993 Mean :15.80
3rd Qu.:8.000 3rd Qu.:23.00
Max. :9.000 Max. :31.00

Koncentrace ozénu ma velmi nesymetrickou distribuci (viz Obr. 1). Jde o mnozstvi Castic
v jednotce objemu a proto je asi vhodnéjsi frekvenci ozonovych molekul vztdhnout na
jeden rozmér pouzitim tieti odmocniny, piipadné logaritmickou transformaci (Obr. 1):
> par (mfcol=c(1,2))

hist (airquality$Ozone)

>
> hist(airquality$0zone”0.333)
> par (mfcol=c(1,1))



Histogram of airquality$Ozone Histogram of airquality$Ozone*0.33
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Obr. 1

Koncentraci ozonu tedy transformujeme navrzenym zpusobem (pozor, vytvoiime tak
nezavislou proménnou, sloupec Ozone v datovém ramci airquality se tim nezméni):

> ozone <- airquality$0zone”0.333

Fitovani klasického linearniho modelu

Nejvice nas asi bude zajimat vztah mezi ozonem a radiaci, ktera ke tvorbé ozénu funkcéné
piispiva. Model regresni ptimky aplikujeme na naSe data takto:

> Im.l<-1lm(ozone~Solar.R,data=airquality)

Zavislost (transformované) koncentrace 0zonu na slune¢nim zéafeni je vyjadiena vzorcem
modelu, prvnim parametrem funkce /m. Parametr data udavéa datovy ramec, ve kterém R
hleda proménné, pokud je nenalezne v aktualnim prostredi (kde je napt. proménna ozone,
kterou jsme vytvofili v predchozim kroku). Vysledek prace funkce /m (tj. udaje
o nafitovaném linearnim modelu) jsme ulozili do objektu, ktery jsme pojmenovali /m. 1.

V piipad¢ ptimkové regrese miizeme vysledny model zndzornit velmi jednoduse, spolu
s pivodnimi daty (pfi uziti funkce abline by postacoval jen prvni parametr, zbylé¢ dva
meéni vzhled vynasené ptimky):

> plot (ozone~Solar.R,data=airquality)
> abline(lm.1l,col="blue", lwd=2)
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Obr. 2

Ctenat mozna dogel k nazoru, Ze pro vztah mezi ozénem a radiaci neni linearni zavislost
nejlepSim modelem: do hodnoty radiace kolem 230 koncentrace ozonu roste (strméji, nez
pfimka naznacuje), pak spiSe klesa (vétSim tempem, nez rostla). Zatim budeme tento
nesoulad tolerovat, s metodami popisujicimi lépe takovéto zavislosti se seznamime
pozdé&ji (viz loess smoother nebo zobecnéné aditivni modely, GAM).

Na fitovaném regresnim modelu nés asi nejprve budou zajimat jeho parametry, jejichz
odhady se obvykle v odbornych publikacich uvadéji. Tyto a dalsi zakladni informace
o modelu ziskdme pouzitim funkce summary na objekt ptedstavujici regresni model:

> summary (lm.1)

Call:
Im(formula = ozone ~ Solar.R, data = airquality)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-1.5778 -0.5881 -0.1158 0.5972 2.0458

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 2.4836190 0.1742473 14.25 < 2e-16 ***
Solar.R 0.0041137 0.0008464 4.86 3.96e-06 ***

Signif. codes: 0 'x**' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '."'" 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.8091 on 109 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.1781, Adjusted R-squared: 0.1706
F-statistic: 23.62 on 1 and 109 DF, p-value: 3.956e-06

Sekce nazvand Call se ndam mtize zdat nadbytecnd (uvadi zplsob, jakym byl objekt
vytvofen), ale pokud budeme za né€kolik tydnil ¢i mésicti zkoumat, co je objekt s ndzvem
Im.1 za¢, bude se hodit. Sekce Residuals shrnuje zékladni distribucni vlastnosti
residualid. Ty predstavuji rozdil mezi hodnotou, kterd byla pro dané pozorovani
vysvétlované proménné (ozone) zmeiena, a hodnotou, kterou predpovida nafitovany



(odhadnuty) model regresni piimky, tedy vertikalni pozice pfimky nad hodnotou
vysvétlujici proménné Solar.R pro dané pozorovani. Tato ptredpovidana (nebo také
fitovana) hodnota (predicted value, fitted value) se oznacuje pismenem y, nad kterym je
stiiSka. Pokud tedy residual ozna¢ime pismenkem e, miizeme vztah mezi témito tfemi
hodnotami (pozorovana hodnota, fitovana hodnota a regresni residual) popsat touto
rovnici:

Yi=y te

Fitovanou hodnotu vysvétlované proménné ziskdme dosazenim do rovnice, kterd ma pro
jednoduchou ptimkovou regresi podobu

Bi=by+h ¥

kde x je hodnota vysvétlujici proménné, tj. zméiena intenzita slunecniho zaieni, zatimco
byp a b; jsou odhady regresnich koeficienti daného modelu. Ty jsou zobrazeny ve
shrnuti modelu (vystup funkce summary vyse) ve sloupci Estimate sekce Coefficients.
Jinymi slovy, fitovanou (pfedpovidanou) hodnotu transformované koncentrace ozonu
ziskdme pro tento model tak, ze zndmou hodnotu slune¢niho zafeni nasobime hodnotou
0.0041137 a k vysledku pti¢teme 2.4836190. Hodnota b, je ve vystupu oznacena slovem
(Intercept), protoze neni spojena s zadnou konkrétni proménnou a v diagramu
predstavuje prisecik (intercept) ptimky se svislou osou (tj. fitovanou hodnotu ozénu pro
nulovou hodnotu radiace).
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Jak jiz bylo naznaceno, koeficienty by a b; jsou odhady parametrli pro zakladni populaci
("populace" ve statistickém smyslu), ziskané na zdkladé pozorovani, kterd jsme
shromézdili a pouzili k fitovani modelu. Pro skutecné (a neznamé) parametry se model
jednoduché linearni regrese vyjadiuje takto:

Y, =p +pX, +¢
k ¢emuz statistici casto dopliuji
g ~N(O, )

aby vyjadrili, ze stochastickd (neurcend) ¢ast modelu se da popsat svymi distribu¢nimi
vlastnostmi: da se charakterizovat normalni (Gaussovou) distribuci s nulovym primérem
a konstantni varianci.

Hodnota vysvétlované proménné, predikovana modelem, se v rovnicich odkazujicich na
zékladni statistickou populaci neoznaCuje pismenem y se stiiSkou, nybrz jako Ey,
piipadné E(y), pismeno E zde odkazuje na slovo expected (o¢ekavana [hodnotal).

Rozdil mezi regresnimi koeficienty £ a jejich odhady b se stdva podstatnym, jakmile
zaCneme testovat jednotlivé parametry regresniho modelu. Test absolutniho Clenu (/5))
nebyvé obvykly, takze v tomto jednoduchém modelu se zamétime na test sklonu regresni
pfimky. Testovana nulova hypotéza

H,:p,=0

se tykd vlastnosti zékladni populace (tj. nezajima nas vztah mezi ozénem a radiaci
v ramci konkrétnich 110 dnl pozorovani, ale pro vSechny mozné dny — i ty bez
pozorovani). Ostatné testovat, ze nas odhad b; je rizny od nuly postrada smysl: vidime,
ze nema nulovou hodnotu, ta vSak muize byt jen dusledkem toho, ze pracujeme
s vybérem omezené velikosti. Vyse uvedenou hypotézu mizeme testovat bud’ pomoci T
statistiky, uvedené ve vystupu funkce summary (tam je 1iodpovidajici hladina
signifikance), nebo pomoci F testu, ktery bude probran nize.

Jesté¢ se vratime k posledni Casti vystupu z funkce summary, aplikované na objekt
obsahujici nafitovany linearni model. Pro pfehlednost tuto ¢ast uvadim znovu:

Multiple R-Squared: 0.1781, Adjusted R-squared: 0.1706
F-statistic: 23.62 on 1 and 109 DF, p-value: 3.956e-06

Hodnota oznacend jako Multiple R-Squared predstavuje takzvany koeficient
determinace (coefficient of determination), ktery muaze nabyvat hodnot v rozsahu od
nuly do jedni¢ky. Po vynasobeni 100 jej mizeme povazovat za procento z celkové
variability hodnot vysvétlované proménné, které nam nafitovany regresni model
objastiuje. V piipad¢ jednoduché regrese (pouze s jednou vysvétlujici proménnou) lze
tedy nejen fict, ze nam zméiené hodnoty slunecniho zateni vysvétluji (pfi pouziti modelu
linearni zavislosti) asi 18% z variability v hodnotach koncentrace 0zonu, ale také plati, Ze
hodnota 0.1781 je druhou mocninou hodnoty linedrni korelace mezi témito dvéma
proménnymi (ozone a Solar.R). Problém s koeficientem determinace (jehoz vypocet
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popiSu nize) je v tom, ze neni zrovna nejlepSim odhadem pro zakladni statistickou
populaci a je znané ovliviiovan poctem vysvétlujicich proménnych, velikosti vybéru
ataké vztahem mezi témito dvéma veli¢inami.' Proto je doporucovan tzv. upraveny
koeficient determinace (adjusted coefficient of determination), obvykle oznacovany
jako R%,g;. Jeho hodnota je uvedena ve stejném fadku a protoZe nas regresni model ma jen
jednu vysvétlujici proménnou a vychazi z pomérné velkého poctu pozorovani, tyto dva
odhady se od sebe pfilis nelisi.

Analyza variance regresniho modelu

Uvadeéna F statistika vyplyvéa z tzv. analyzy variance regresniho modelu (analysis of
variance of the regression model). Zde musim upozornit na terminologicky problém,
protoze se oznaceni analyza variance (obvykle s akronymem ANOVA) pouziva i pro
samostatny statisticky model, ve kterém jedna nebo vice kvalitativnich proménnych
(faktorti) slouzi k vysvétlovani hodnot kvantitativni proménné. Tento terminologicky
ptekryv ale neni Cisté ndhodny, jde o obdobny postup. Vpodstaté jediny rozdil je v tom,
ze v klasické analyze variance (s faktory) se o odhadnuté hodnoty regresnich parametri
obvykle pfimo nezajimame a soustfed’ujeme se prave na rozklad varianci.

V tomto rozkladu se snazime urcit, jak velkou cast z celkové variability hodnot
vysvétlované proménné jsme vysvétlili pomoci naseho modelu a jak velka cast zlstala
neobjasnéna. Rozklad provadime s pouzitim tzv. sumy ¢tverci (sum of squares, SS),
dalsi vypocCty vcetné testu signifikance ale provadime s variancemi, které se zde tradi¢né
oznacuji také jako stiedni Ctverce (mean squares).

Celkovou sumu ¢tvercii (total sum of squares, TSS) vypocteme jako soucet druhych
mocnin odchylek pozorovanych hodnot vysvétlované proménné od jejiho priméru:

155 =3 (v, - 7)
i=1

Pokud bychom tuto hodnotu vydé€lili poctem pozorovani zmensenym o jednotku (n-17),
dostaneme znamy odhad variance vysvétlované proménné y. VSimnéme si jeSté, ze
celkovd suma c¢tverci neni nijak ovlivnéna zvolenym regresnim modelem a Ze tedy
zustava stejna pro rizné modely, pokud vysvétluji hodnoty téze proménné.

Celkova suma ¢tvercli nam tedy ukazuje miru rozptylu pozorovanych hodnot kolem
pruméru. Pokud ted” nahradime pozorované hodnoty témi, které pro jednotliva
pozorovani ptredpovidd na§ regresni model (tj. fitovanymi hodnotami), dostavame
modelovou sumu ¢tverci (model sum of squares, MSS), ktera ukazuje miru rozptylu
predpovidanych hodnot kolem primeéru, tedy variabilitu objasnénou modelem:

"' To, 7e klasicky koeficient determinace nefunguje dobie, pokud neni podet pozorovani (n) vyrazné vétsi
nez pocet parametrd modelu (tj. obvykle pocet vysvétlujicich proménnych, p) si miizeme dobie ukazat na
extrémni situaci, ve které by pocet parametrl byl roven poétu pozorovani. Takovy model by plng vysvétlil
(presné predpovidal) v§echny hodnoty vysvétlované proménné, aniz by to vypovidalo cokoliv o jeho
kvalitg.
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MSS=3 (3, -7)
i=1
Residualni sumu ¢tverci (residual sum of squares, RSS) mizeme urc¢it dopoctem (TSS
je rovna sou¢tu MSS a RSS, a tedy RSS = TSS — MSS), ale je dobré védét, ze ji lze
vypocist i takto:

RSSZZ(yi _)’}i)z
i=1

S obsahem zavorky v piedchazejicim vzorecku jsme se jiz potkali: rozdil mezi
pozorovanou (skutecnou) a predpovidanou (fitovanou) hodnotou vysvétlované proménné
jsme nazvali regresni residual a residudlni suma ctverct tedy piedstavuje druhé mocniny
téchto residuali, sectené pres vsechna pozorovani.

Nez pokro¢ime dale, provedeme analyzu variance pro jiZz nafitovany regresni model,
pomoci funkce anova:

> anova (lm.1)
Analysis of Variance Table

Response: ozone

Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
Solar.R 1 15.467 15.467 23.624 3.956e-06 ***
Residuals 109 71.362 0.655

Signif. codes: 0 'x**' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 ' ' 1

Dvé sumy ctvercli jsou zobrazeny ve sloupeCku Sum Sq: modelovd suma Ctvercii ma
hodnotu 15.467, zatimco residualni suma c¢tvercd ma hodnotu 71.362. Celkova suma
¢tvercil neni zobrazena, ale je souc¢tem téchto dvou hodnot.

Pomér modelové sumy ctvercth ku celkové sumé Ctverctu predstavuje podil variability
objasnéné modelem na celkové variabilité vysvétlované proménné a mél by tedy byt
roven neupravenému koeficientu determinace:

> 15.467/(15.467+71.362)
[1] 0.1781317

coz se pln¢ shoduje s hodnotou 0.1781 uvadénou ve vystupu z funkce summary.

Pro vypocet F statistiky, kterou pouzivame v testu regresniho modelu, musime (na rozdil
od koeficientu determinace) pracovat nikoliv se sumami cCtvercl, ale s variancemi
(primérné Ctverce, mean squares), které jsou uvadény ve vystupu funkce anova ve
sloupecku Mean Sq. Tyto variance ziskdme vydélenim hodnot souctu Cctverct
odpovidajicimi stupni volnosti (uvedeny ve sloupci Df). V pfipadé modelové sumy
¢tvercit odpovida pocet stupnit volnosti poctu koeficienti v modelu s vylouc¢enim
absolutniho ¢lenu by, v nasem piipadé tedy hodnoté 1. Celkovy pocet stupni volnosti
(DF, z degrees of freedom) je roven n-/ a je souctem poctu stupnil volnosti modelu
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a poctu DF residudlni variability. Aby si ¢tenaf mohl ovérit své pochopeni, uvadim, ze
po&et pozorovani pouzitych pro odhad modelu byl roven 111.2

Muizeme nyni spocitat pomér modelového primérného ctverce a residudlniho
primérného ctverce (15.467/0.655 = 23.624, viz vystup funkce anova vyse). Za platnosti
nulové hypotézy, ktera tvrdi, Ze neexistuje linearni vztah mezi vysvétlovanou proménnou
(0ozone v nasem piiklad¢€) a proménnymi vysvétlujicimi (zde jen Solar.R), pochazi (pti
splnéni ne¢kterych predpokladi, viz nize) tento pomér z F distribuce s parametry 1 a 109
(pro nas ptiklad). Pro hodnotu 23.624 je ale pravdépodobnost, Ze jsme takovou hodnotu
"vytahli" z této F distribuce, mensi nez 0.000004, a proto nulovou hypotézu zamitame.

Pro model s vice vysvétlujicimi proménnymi rozklada funkce anova modelovou sumu
¢tvercli na pfispévky jednotlivych proménnych a zobrazuje odpovidajici dil¢i testy
zalozené na F statistice. Naproti tomu funkce summary zobrazuje na konci svého vystupu
vzdy celkovy F test, spolecné hodnotici vSechny vysvétlujici proménné.

Dosud jsme na objekt vraceny funkci /m pouzivali funkce, které jej z toho ¢i onoho
pohledu charakterizovaly. Na objekty predstavujici rtizné typy regresnich modell ale
muzeme aplikovat i rizné tzv. extrakéni funkce, které (jak nézev napovida) z dan¢ho
objektu ziskavaji (Casto vypoctem) konkrétni Ciselnou informaci, se kterou lze dale
pracovat. V nasledujicich ptfikladech pouzijeme funkce fitted (ziskévajici fitované, tj.
pfedpovidané hodnoty modelu) a resid (coz je pro uzivatelské pohodli zkradcend forma
nazvu funkce residuals, extrahuje samoziejme regresni residualy).
> Im.1.fit<-fitted(lm.1)
> Im.l.res<-resid(lm.1)
> summary (lm.1l.fit)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

2.512  2.951  3.335 3.244 3.535 3.858
> summary (ozone)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max. NA's

1.000 2.618 3.154 3.246 3.979 5.508 37.000
> summary (lm.l.res)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

-1.578e+00 -5.881le-01 -1.158e-01 4.911e-18 ©5.972e-01 2.046e+00
>

Porovnejme sumarizaci fitovanych hodnot s podobnou sumarizaci ptivodni vysvétlované
proménné. Neni ndhodou, Ze jsou jejich aritmetické priméry (Mean) tak podobné. M¢ly
by byt ve skutecnosti shodné, nicméné promeénna ozone obsahuje n€kolik hodnot, které
funkce /m nepouzila, protoze neméla k dispozici odpovidajici hodnoty proménné Solar.R.
Rozsah fitovanych hodnot je také trochu mensi nez rozsah skutec¢nych koncentraci ozonu.
To je pochopitelné, protoze fitované hodnoty piedstavuji priimeérnou hodnotu, kterou pro
0z6n regresni model pfedpovida pii urCité intenzité¢ zareni. Mizeme také fici, Ze obsah
prvych dvou sumarizovanych proménnych (tj. /m.1.fit a ozone) je protéjskem modelové
sumy Ctvercl a residudlni sumy ctvercl, podobné jako proménnd /m.I.res (obsahujici
regresni residudly) odpovida residudlni sumé ¢tverct. Lze to ukézat jesté jinak:

> na.vals<-is.na(ozone) |is.na(airquality$Solar.R) f#pozorov. s chybé&j. hodnotami

? Zvidavy &tenaf mozna zjisti, Ze datovy ramec airquality obsahuje 153 pozorovani, ne 111. Nicméng, jsou
zde i chybéjici tidaje (NA) a funkce /m automaticky vylouéi ta pozorovani, u kterych pro jednu nebo vice
proménnych Gdaj chybi.
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> sum(na.vals) # kolik chybéjicich hodnot?

[1] 42

> cor(lm.1.fit,ozone[!na.vals]) "2

[1] 0.1781271

> cor(lm.l.res,ozone[!'na.vals]) "2

[1] 0.821873

Druhd mocnina z linearni korelace mezi fitovanymi a skutecnymi hodnotami koncentrace
ozénu je rovna koeficientu determinace (neupravenému), tak jak ndm jej pro objekt /m. 1
zobrazuje funkce summary. Podobné¢ druha mocnina korelace mezi residualy
a skute¢nymi hodnotami ozone vyjadfuje velikost té Casti variability, kterou jsme
modelem nevysvétlili, a s¢ita tudiz vzdy do 1.0 s koeficientem determinace.

Dutivodem ke "cviceni" s chybégjicimi hodnotami (konstrukce vektoru na.vals a jeho uziti
pro vybér hodnot ozone) je to, ze funkce /m odstranila pti fitovani modelu /m./ vSechna
pozorovani, ve kterych chybéla hodnota vysvétlované (ozone) nebo vysvétlujici (Solar.R)
proménné. Proto jsou vektory s fitovanymi hodnotami a residualy modelu krat$i nez
vychozi proménna ozone a bez téchto uprav je nelze spolu korelovat. Mozna jednodussi
by ale bylo odstranit z vychozi tabulky dat vSechna pozorovéani s alespon jednou
chybéjici hodnotou (ag <- na.omit(airquality)) a teprve pak provadét jakékoliv analyzy.

Parcialni F test

K testu hypotézy, tykajici se vlivu konkrétni vysvétlujici proménné, miizeme pouZit tzv.
dil¢i F test (partial F test), ve kterém se porovnavaji dva modely, liSici se pravé jen
v pfitomnosti ¢i absenci testované proménné. To si mizeme ukazat na nasledujicim
prikladé.

Zajimd mne, jestli by koncentraci ozonu (pfesn€ji feCeno jeji tieti odmocninu)
nepfedpovidal 1épe linearni regresni model, ve kterém by byla pouzita jak informace
o intenzit¢ slunecniho zafeni, tak o teplot¢ vzduchu. Takovy model vytvoiime
v programu R nésledovné:

> Im.2<-1lm(ozone~Solar.R+Temp,data=airquality)

Stejny model miiZe ale vytvofit i roz§ifenim modelu /m. 1, s pomoci funkce update:

> 1Im.2x<-update (1lm.1l, .~.+Temp)

Takovy zapis fika "uprav existujici model /m.I tak, ze vysvétlovand proménnd ziistane
stejna (.) a k stavajicim vysvétlujicim proménnym (jen Solar.R pro Im.1) ptidaS Temp.
A nyni mGzeme porovnat modely /m. 1 a Im.2, piekvapivé opét pomoci funkce anova:

> anova (lm.1l,1m.2)
Analysis of Variance Table

Model 1: ozone ~ Solar.R
Model 2: ozone ~ Solar.R + Temp

Res.Df RSS Df Sum of Sg F Pr (>F)
1 109 71.362
2 108 33.758 1 37.605 120.31 < 2.2e-16 ***
Signif. codes: 0 '"***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 " "1

Tabulka (s fadky uvedenymi Cisly 1 a 2, odkazujicimi na dva srovnavané modely) nam
ukazuje, ze pfidanim proménné Temp poklesla residudlni suma Ctverci (neobjasnénd
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variabilita v hodnotach proménné ozone) ze 71.362 na 33.758 (tj. o 37.605, jak tabulka
také ukazuje). O stejny objem se tudiz zvétSila modelova suma Etverct, protoze celkova
suma ctverct je pro oba modely stejnéd (nezavisi na obsahu modelu). Zménu v modelové
sumé Ctvercii miizeme (po pievedeni na mean square za pomoci poctu DF, o které se
zvysila sloZitost modelu) pouzit k vypoctu F statistiky, potfebujeme ji ale vydélit
residualnim stfednim ¢tvercem (residudlni varianci). Tu nam ale funkce anova pti tomto
pouziti (porovnani modeld) nezobrazuje. Je to residudlni variance slozitéjsiho z obou
porovnavanych modeli:

> anova (1lm.2)
Analysis of Variance Table

Response: ozone

Df Sum Sgq Mean Sg F value Pr (>F)
Solar.R 1 15.467 15.467 49.482 1.914e-10 ***
Temp 1 37.605 37.605 120.307 < 2.2e-16 **x*
Residuals 108 33.758 0.313
Signif. codes: 0 '"***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 " "1
> 37.605/0.313
[1] 120.1438

Chyba na ¢tvrté pozici (tj. v desetinach) je zptisobena tim, ze hodnoty uzité v podilu jsou
zaokrouhleny. Zobrazeni vystupu funkce anova s jedinym modelem, /m.2, také ukazuje,
jak je modelova suma ctvercii rozdélena mezi dvé vysvétlujici proménné (Solar.R
a Temp), podobn¢ jako klasickd ANOVA se dvéma faktory (tzv. dvoucestnd ANOVA)
rozdé€luje objasnénou variabilitu mezi tyto faktory. Nicméné v naSem piikladée (a také ve
vetsing jinych dat pro mnohonasobnou regresi) toto rozdéleni nefunguje tak dobfte, jak
bychom doufali. Divodem je, Ze na rozdil od dvoucestné ANOVA pocitané obvykle pro
experimentalni data s balancovanym designem (tj. stejny pocet opakovani pro vSechny
kombinace hladin obou faktort), kvantitativni vysvétlujici proménné jsou spolu obvykle
korelovany. Variabilita vysvétlena jednotlivymi proménnymi se proto zcasti prekryva,
takze zalezi na tom, "kdo si ukousne prvni". Podivejme se na vysledek u skoro stejné¢ho
modelu, jen se dvéma vysvétlujicimi proménnymi zadanymi v opacném pofadi:

> 1m.2b<-1lm(ozone~Temp+Solar.R, data=airquality)

> anova (1lm.2Db)
Analysis of Variance Table

Response: ozone

Df Sum Sg Mean Sqgq F value Pr (>F)
Temp 1 49.247 49.247 157.556 < 2.2e-16 ***
Solar.R 1 3.824 3.824 12.233 0.0006828 *x*x*

Residuals 108 33.758 0.313

Signif. codes: 0 '***' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '." 0.1 " ' 1

Po zméné potadi naSich dvou vysvétlujicich proménnych v modelu sice pofad plati, ze
model obsahujici ob¢ je lepsi, nez model jen s jednou z nich, ale vyznam proménné
Solar.R se zmensil, jak pokud jde o absolutni objem vysvétlené sumy ctverct (propad
z 15.467 na 3.824), tak v odpovidajici F statistice.

Je dulezité, abychom se s timto omezenim naucili zit. Jakmile totiz piejdeme ke
slozitéjsSim modelim, u kterych se neptfedpokladd normalni distribuce nevysvétlené
variability (tj. ke zobecnénym linearnim modelim), piestane nezéavislost (a tedy
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jednoznacna oddélitelnost) prispévkil jednotlivych vysvétlujicich proménnych platit i pro
data pochazejici z balancované¢ uspotfadanych experimentt. Pii vybéru vhodného a pfitom
usporného modelu (parsimonious model) je proto vhodné brat zietel i na poradi volby
vysvétluyjicich proménnych a zacinat s témi nejvlivnéjSimi. To je pfistup uzivany
napiiklad v metod¢ postupného vyberu obsahu modelu (stepwise selection nebo téz
forward selection).

Postupny vybér

Metoda postupného vybéru je sice zaloZzena na porovnani dvou modeli (jednodussiho
s jinym, liSicim se pouze rozSifenim o jednu vysvétlujici proménnou), které jsme si
ukazali vySe (pii porovnani modeltt /m./ a Im.2 pomoci funkce anova), obvykle ale
zacina od tzv. nulového modelu. Ten piedstavuje nepiilis optimistickou hypotézu, ze
k vysvétleni hodnot vysvétlované proménné nemiizeme udélat nic vice, nez je povazovat
za nadhodné rozptylené kolem konstantni hodnoty. Tuto hodnotu v zékladni statistické
populaci pfedstavuje stfedni hodnota a pro na§ omezeny vybér pozorovani ji obvykle
odhadujeme aritmetickym primérem (alesponn v piipadé klasické regrese ¢i ANOVA
model). Nulovy model pro naSe ukazkova data nafitujeme takto (nepodstatné Casti
vystupu funkce summary jsou vynechany):

> 1m.0<-1m(ozone~+1,data=airquality)

> summary (1lm.0)
[...]
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 3.24638 0.08228 39.45 <2e-16 **x*

[...]

Vyraz +1 na pravé strané rovnice modelu predstavuje absolutni ¢len, ktery nemusime
uvadét, pokud se krom néj vyskytuji v rovnici i néjaké vysvétlujici proménné.
Predpovidana stiedni hodnota koncentrace ozénu je tedy 3.24638, méla by byt tedy stejna
jako ta, kterou ndm vrati funkce mean:

> mean (ozone)

[1] NA

Problém je opét v tom, ze v datovém ramci airquality (a tim i v nami transformované
samostatné¢ promeénné ozone) jsou chybéjici hodnoty. Musime proto explicitné fici, ze je
chceme odstranit, nez spo€itame aritmeticky pramér:

> mean (na.omit (ozone))

[1] 3.246381

vvvvvv

model nulovy, bude samoziejmé¢ obsahovat jednu vysvétlujici proménnou. Takovym
modelem jsme se jiz zabyvali (model /m.l), nicméné vysledky zptedchozi sekce
naznacuji, ze stejné¢ jednoduchy model uzivajici proménnou Temp misto promeénné
Solar.R by asi vysvétlil vice z variability v hodnotdch proménné ozone. Nezabyvali jsme
se jesté¢ ale tim, kolik variability ndm miZe objasnit tieti z proménnych, které mame
k dispozici pro vysvétlovani koncentrace ozonu — rychlost vétru v proménné Wind.
Skutecnost je takova, ze rychlost vétru neni pro vysvétleni koncentrace ozonu lepsi nez
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teplota vzduchu, jak si Ctendf muze overit pomoci funkci Im a summary. Model
obsahujici pouze proménnou Temp nafitujeme takto:

> Im.1l.Temp<-1lm(ozone~Temp,data=airquality)

V dal$im kroku bychom tento model chtéli porovnat s modelem se dvéma vysvétlujicimi
proménnymi (prediktory), tedy bud’ Temp + Wind nebo Temp + Solar.R. Druhy z nich jiz
mame definovan v objektu /m.2b (ktery ma na rozdil od /m.2 spravné potadi prediktort
v modelu), prvni variantu ziskdme takto (pro pfipomenuti pouzijeme alternativni postup
vypoctu - s funkci update):

> Im.2c<-update (lm.1l.Temp, .~.+Wind)

a mnoZstvi variability objasnéné timto modelem odhadneme opét s pomoci funkce anova:

> anova (1lm.2c)
Analysis of Variance Table

Response: ozone

Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
Temp 1 50.770 50.770 165.540 < 2.2e-16 ***
Wind 1 4.895 4.895 15.960 0.0001156 ***

Residuals 113 34.656 0.307

Signif. codes: 0 'x**' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '." 0.1 " ' 1

Vzhledem k tomu, ze u modelu /m.2b byla residualni (nevysvétlend) suma ¢tverct rovna
33.758 (viz predchozi sekce) a zde je 34.656, mohli bychom usoudit, Ze intenzita zateni
je pro doplnéni teploty vzduchu lepSim prediktorem nez rychlost vétru. Neni to ale zavér
spravny, pokud si v§Simneme poctu residualnich stupiii volnosti. V modelu uzivajicim
radiaci byl roven 108, v modelu zahrnujicim rychlost vétru je 113: modely, zda se,
pracovaly s odliSnym poctem pozorovani! Objasnéni téchto obtizi je opét v chybégjicich
hodnotach. Vratime-li se k vystupu z funkce summary pouzité na datovy ramec
airquality, vidime, Ze proménné Temp a Wind zZadné chybéjici hodnoty nemaji, zatimco
proménnd Solar.R jich m& sedm. Pokud by téchto sedm ptipadii bylo podmnozinou 37
pozorovani, u kterych chybi udaj o koncentraci ozonu, problém by nevznikl, ale bohuzel
tomu tak neni. Funkce /m vynecha vzdy jen ta pozorovéni, pro které chybi néjaka
hodnota, a to pouze v pfipadé, ze jde o hodnoty v proménnych pouzitych v daném
modelu.

Spravnym feSenim by zde bylo pfed vybérem obsahu modelu vytvofit kopii datového
ramce, ve které by byla jen pozorovani, pro které udaje nechybi pro Zzadnou
z proménnych, tedy napfiklad takto:

> airqual<-na.omit (airquality)

a vysledny datovy ramec nadale pouzivat (viz nize, pouziti funkce step). Zde problém
prfiblizné vyieSime takovym porovnanim modeld, které neni rozdilnym poctem stupnu
volnosti pfimo ovlivnéno, tj. naptiklad pomoci hodnoty Mean Sq[uare] v fadku Residuals
nebo pomoci hodnoty F statistiky v fadku prediktoru, ve kterém se oba modely 1i§i. Ob¢
porovnani vedou k zavéru, ze volba rychlosti vétru je lepsi, ve srovnani s intenzitou
zafeni.
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V tomto okamziku nas vybér modelu zastavime, i kdyZz v praxi bychom se museli jesté
zajimat o to, zda model obsahujici vSechny tfi prediktory neni lepsi nez model ulozeny
v objektu Im.2¢”, a na§ predchozi postup si shrneme ve funkci anova:

> anova(lm.0,1lm.1l.Temp, 1m.2c)
Analysis of Variance Table

Model 1: ozone ~ +1
Model 2: ozone ~ Temp
Model 3: ozone ~ Temp + Wind

Res.Df RSS Df Sum of Sg P Pr (>F)
1 115 90.320
2 114 39.551 1 50.770 165.540 < 2.2e-16 **x*
3 113 34.656 1 4.895 15.960 0.0001156 ***

Nas "ruéni" vybér obsahu modelu sice umoznuje dikladné porozuméni studovanym
vztahiim (zejména pokud je vhodné doplnén grafickymi vystupy), ale pro vétsi pocet
vysvétlujicich proménnych, které casto mame pro tvorbu modelu k dispozici, ale mize
byt volba modelu zdlouhava. Vice automaticky pfistup poskytuje funkce step. Nez se s ni
seznamime, je tfeba uvést anglicky termin parsimony. Ten by se pii hledani obsahu
statistickych modeli dal nejspisSe popsat ¢eskym slovem "uspornost”" nebo spise "ucelna
uspornost". Vyjadiuje totiz takovou hledanou vlastnost modelu, ktera vazi jeho schopnost
ptedpovidat hodnoty vysvétlované proménné proti jeho slozitosti. Balance mezi piesnosti
a jednoduchosti modelu se odrazi i v definici statistiky, kterd se pro vyjadieni Gispornosti
modelu pouziva nejcastéji. Je to tzv. AIC statistika, zkratka odpovida terminu Akaike
Information Criterion. Piesny postup vypoctu neni podstatny, ale je dilezité veédét, ze
hodnota AIC je vysledkem souctu dvou ¢lent, z nichz prvni je imérny logaritmu
residulni sumy &tverct?, zatimeo druht je tmémy sloZitosti modelu (poctu jeho &lentl).
Z toho vyplyva skutecnost, Ze nejuspornéj$i modely maji nejnizsi hodnotu AIC statistiky.
AIC statistiku Ize pfi volbé modelu pouzit bud’ tak, Ze ji spocteme pro vSechny mozné
modely (tj. se vSemi moznymi kombinacemi potencidlnich vysvétlujicich proménnych)
a vybereme model s nejnizs$i hodnotou, nebo ji pouzijeme v rdmci metody postupného
vybéru.

Zde si ukdzeme ten druhy zpisob, 1 kdyz alespoil v pfipadé omezeného poctu moznych
prediktorii je metoda vyctu vSech moznych modelll spolehlivéjsi. K postupnému vybéru
s pouzitim AIC statistiky slouzi v programu R funkce step. Pro nase piikladova data bude
vhodné pracovat s ramcem, ve kterém se jiz nevyskytuji chybéjici hodnoty (NA), jehoz
vytvoreni jsme si ukazali vySe. Nicmén¢ musime obdobné upravit i samostatné existujici
proménnou ozone:

> ozone<-airqual$Ozone”0.333

> 1lm.0<-update (1lm.0,data=airqual)
> lm.aic<-step (lm.0, scope=~Solar.R+Wind+Temp)

3V ukonéeni vybéru v tomto kroku se odrazi i autorova vychytralost, protoze funkce anova by se branila
porovnat model /m.2¢ s modelem se vS§emi tfemi prediktory, pravé diky odlisnému poctu residualnich
stupniti volnosti.

* V ptipadé klasickych linearnich modelii. AIC je definovana primarné pro odhad parametrti modeli
pomoci obecngjsi metody maximalni vérohodnosti (maximum likelihood) a v této podob¢ se pouziva
naptiklad u zobecnénych linearni modelt (GLM).
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Start: AIC= -25.26
ozone ~ +1

Df Sum of Sqg RSS AIC
+ Temp 1 49.247 37.581 -116.215
+ Wind 1 31.114 55.715 =-=72.511
+ Solar.R 1 15.467 71.362 -45.036

<none> 86.829 -25.261

Step: AIC= -116.22

ozone ~ Temp

Df Sum of Sqg RSS AIC
+ Wind 1 5.796 31.785 -132.809
+ Solar.R 1 3.824 33.758 -126.126
<none> 37.581 -116.215
- Temp 1 49.247 86.829 -25.261

Step: AIC= -132.81
ozone ~ Temp + Wind

Df Sum of Sg RSS AIC
+ Solar.R 1 4.045 27.740 -145.919
<none> 31.785 -132.809
- Wind 1 5.796 37.581 -116.215
- Temp 1 23.930 55.715 -=72.511

Step: AIC= -145.92
ozone ~ Temp + Wind + Solar.R

Df Sum of Sg RSS AIC
<none> 27.740 -145.919
- Solar.R 1 4.045 31.785 -132.809
- Wind 1 6.018 33.758 -126.126
- Temp 1 17.414 45.154 -93.839

Kazda z uvedenych tabulek shrnuje disledky zmén, které bychom provedli v modelu,
jehoz obsah je stru¢né popsan na tabulkou. VSimnéte si, Ze jednou z moznych zmén je
1 "<none>", tj. Zadnd zména, umoziujici porovnani zmény se soucasnym stavem. Hned
v prvnim kroku je vidét, ze ptidani kterékoliv ze tfi moznych proménnych do nulového
modelu snizi hodnotu jeho AIC, tj. zvysi jeho kvalitu, nicméné nejvétsi pokles je pro
proménnou Temp a ta je proto vybrana. Od dalsiho kroku je vidét, ze funkce step testuje
1 moznost, ze by slozit€jSimu modelu prospélo vypusténi nekteré z diive vybranych
vysvétlujicich proménnych. 1 kdyz to na prvni pohled vypada jako nesmysl, ma tento
krok svlij vyznam. Je to proto, Ze jednotlivé potencidlni vysvétlujici proménné jsou spolu
obvykle ve vétsi ¢i mensi mife korelovany, coz vytvaii slozité nelinearni interakce mezi
jejich rolemi v modelu, a soucasné funkce step nezkousi vSechny mozné kombinace
prediktort, jen jejich podmnozinu, protoze z moznych proménnych vybird v kazdém
kroku jen tu "nejlepsi".

Nas vysledny model (ke stejnému modelu bychom se v piipad¢ téchto dat dobrali
i postupnym vybérem uzivajicim parcidlni F test) obsahuje vSechny tfi vysvétlujici
proménné, Temp, Wind 1 Solar.R. Pokud si tento model shrneme nejjednodussim
zpisobem (tj. vypsanim jeho obsahu), jazyk S nam zobrazi predevSim Ctyii regresni
koeficienty:

> lm.aic

Call:
Im(formula = ozone ~ Temp + Wind + Solar.R, data = airqual)
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Coefficients:
(Intercept) Temp Wind Solar.R
-0.295442 0.049950 -0.075792 0.002202

Jak jejich zobrazené nazvy naznauji, kombinuji se tyto koeficienty v modelu
s jednotlivymi vysvétlujicimi proménnymi. Pro nase konkrétni data bychom ptredpovidali
hodnoty vysvétlované proménné (koncentrace ozénu) pomoci rovnice:

-0.295442 + 0.049950*Temp — 0.075792*Wind + 0.002202*Solar.R

Tento zplsob kombinace jednotlivych vysvétlujicich proménnych v mnohonasobné
regresi se nazyva linearni kombinace vysvétlujicich proménnych. Prvni koeficient
(intercept) se s zadnou proménnou nekombinuje, ale mizeme si predstavit, ze mu
odpovida proménna, kterd ma hodnotu 1 pro v§echna nase pozorovani.

Na zavér této casti si neodpustim varovéani pied nadbyte¢nym uzivanim postupného
vybéru. At jiz vybirdme pomoci testovani parcidlni F statistiky nebo pomoci AIC,
metoda je citliva k situaci, kdy mame velky pocet vysvétlujicich proménnych, ze kterych
chceme vybrat, a to zejména pokud jsou mezi nékterymi z nich velké korelace.
Uvazlivost pii volbé méfenych charakteristik na zéklad¢é znalosti studovanych jevu je
dobrym pocate¢nim krokem pro jejich popis pomoci statistickych modeli.

Regresni diagnostika

Posledni ¢asti povidani o klasickych linearnich modelech (fitovanych pomoci funkce /m)
bude stru¢nad informace o tom, jak vytvofené modely kriticky posuzovat. Zakladnim
nastrojem muize byt pouziti funkce plot (zde se vracim k nasemu pivodnimu
jednoduchému modelu):

> plot(lm.1)

Pokud je takto volana, funkce plot zobrazi Ctyfi ze Sesti moznych diagrami pro tzv.
regresni diagnostiku (posouzeni predpokladii a kvality zvoleného linedrniho modelu).
Funkce zobrazuje diagramy jednotlivé, mezi nimi ¢ekd na klavesu Enter nebo kliknuti
mysi do obrdzku. Pro tvorbu vSech Sesti diagramt, které nize stru¢né zobrazuji jsem
pouzil volani s parametrem which (hodnota od 1 do 6 pro jednotlivé typy).
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Residuals vs Fitted
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Obr. 3

Diagram v Obr. 3 vyna$i hodnoty regresnich residualti (tj. odchylek koncentraci ozonu,
predikovanych linearnim modelem z hodnot radiace a teploty) proti fitovanym
hodnotam.” Ve vysledném obla¢ku bodii by neméla byt vidét jiz zadna tendence ani ve
vertikalni pozici ani v rozptylu. Pfipadnou tendence v pozici residualt ve svislém sméru
by mél pomoci odhalit neparametricky model znazornény cervenou kiivkou (model je
odhadovan metodou loess, se kterou se seznamime pozd¢ji). V tomto piipadé nam tato
kiivka naznacuje, ze model linearni zavislosti ozonu na radiaci a teploté¢ je asi prilis
jednoduchy, skute¢na zéavislost je vice zakiivend nez regresni rovina, kterou linearni
model predstavuje.

> Ano, opravdu jsou tedy fitované (piedpovidané) hodnoty pouZity jak na ose vodorovné (piimo) tak na ose
svislé (pfi vypoctu hodnot residuali).
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Obr. 4

Z diagramu regresni diagnostiky s hodnotou parametru which rovnou 2 (Obr. 4) lze
zjistit, jak moc se distribuce residudlli v naSem modelu podoba normalni (Gaussove)
distribuci. V ptipad¢ plné shody by body (kolecka) lezely na teckované referencni
ptfimce. To, Ze se v naSem piikladé fetézec bodl zdviha nad referencni ¢aru na obou
koncich, nam tika, ze distribuce je seSikmend, s povlovnéjSim sestupem v pravém cCasti.
Pozorovani s takovymi velkymi kladnymi residudly (tj. pfedpovidand hodnota
koncentrace ozénu je nizsi nez skutecnd) jsou identifikovdna svym potfadovym cCislem
(nejvetsi pro 117-té pozorovani). VSimnéme si jeSté, ze popiska svislé osy mluvi
o standardizovanych residualech. Je to proto, ze residuidly odhadnuté odectenim
pfedpovidané od skutecné hodnoty vysvétlované proménné nemaji stejné distribucni
vlastnosti (napf. proto, ze jednotlivd pozorovani nemaji stejné velky vliv na vysledek
fitovni linearniho modelu, viz nize). Nicméné odliSnosti mezi residudly lze odstranit
prave tou standardizaci (jeji detaily zde uvadét nebudeme).
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Obr. 5

Diagnosticky diagram v Obr. 5 také pouziva (podobné jako ten v Obr. 3) fitované
(pfedpovidané) hodnoty a residudly, velky rozdil je ale v tom, Ze na svislé ose jsou
odmocniny absolutnich hodnot residudlti (standardizovanych). Diagram proto neukazuje
smér odchylky ptedpovidané od skutecné hodnoty, ale ukazuje 1épe jeji miru, a tim
variabilitu residudli. Jednim z ptedpokladi klasickych linedrnich modelt (podobné jako
u ANOVA modelt) je tzv. homogenita varianci (homoscedasticity). V piipadé regrese lze
tento pozadavek popsat tak, ze variabilita residualti (tj. mira variance vysvétlované
proménné, neobjasnénd vysvétlujicimi proménnymi) se zadnym jednoznacnym zpisobem
neméni s ocekavanou hodnotou vysvétlované proménné (v grafu predstavovanou
fitovanou hodnotou). Nejcastéjsim typem poruseni tohoto pozadavku je situace, kdy
variabilita roste s ocekavanou hodnotou a odpovidajici podobou diagramu typu, jaky je
v Obr. 5, by byla vyrazné rostouci cervend ktivka. V nasem ptipadé se da nejvyse fici, ze
se variabilita postupné a lehce snizuje, za vyrazné poruseni pozadavku homogenity to ale
nelze povazovat.
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Obr. 6

Cookovu distanci lze povazovat za druhou zakladni informaci (po residualech) o vztahu
jednotlivych naSich pozorovani k regresnimu modelu. Vpodstaté nam tato distance tika,
jak moc je vysledna podoba regresniho modelu ovlivnéna jednim konkrétnim
pozorovanim. Jinymi slovy, diagram v Obr. 6, ve kterém je Cookova distance vynasena
proti pofadovému ¢islu pozorovani, nam ftika, ze nejvice by s odhady regresnich
koeficientli "zahybalo" vyfazeni pozorovani €. 24. V idedlnim svéteé bychom si piali, aby
vSechna pozorovani méla na vyslednym model stejny vliv (ten by pak byl roven p/n, kde
p je pocet vysvétlujicich proménnych v modelu a n je pocet pozorovani), v praxi to ale
nemuzeme ocekavat. Piesto je uzitecné vénovat velkym hodnotam pozornost a ujistit se,
zda nejde o disledek chyb v zapisu hodnot vysvétlované a/nebo vysvétlujicich
proménnych. Pokud ne a nelze ani fici, ze dané pozorovani z jinych apriornich divodi do
vyhodnocovani nepatii, nezbyva nez se s jeho vétSim vlivem na vysledek smifit.

25



Resi vs Leverage
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Obr. 7

V diagramu na Obr. 7 jsou residudly vyndSeny proti statistice zvané /everage. Toto
anglické slovo lze v této souvislosti pielozit asi nejlépe Ceskym slovem "péaka". Leverage
nam ukazuje jak velky vliv na vysledny model mé& pozorovani diky hodnotdm
vysvétlujici proménné (nebo vice vysvétlujicich proménnych). Pokud by naptiklad
hodnoty nasi (jediné) vysvétlujici proménné byly 9, 14, 10, 13, 125, bude mit nejvétsi
hodnotu leverage posledni pozorovani, bez ohledu na to, zda bude ptislusny bod (kdyz se
tyto hodnoty zkombinuji s hodnotami vysvétlované proménné) odpovidat zavislosti
naznacované ostatnimi pozorovanimi nebo se od ni odchylovat. Jednim zpisobem, jak
tyto dva ptipady oddélit, je pravé diagram v Obr. 7. Vidime, ze pozorovani s nejvyssi
pakou (na pravé stran¢) nemaji regresni residudly tak velké. Ale pozor, to muze byt také
proto, ze takové odlehlejsi body k sob¢ nafitovanou regresni ptimku ucinné "pritahly".

Jiny zpusob, jak se na stejny problém podivat, nabizi diagram vynaSejici Cookovy
distance (zahrnuji v sob¢ jak extrémnost hodnot vysvétlujicich proménnych, tak nesoulad
hodnot vysvétlované proménné s modelem) proti hodnoté¢ leverage (Obr. 8).
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br. 8

VSimnéme si, ze v Obr. 8 je carkovanymi isoCarami vynesen rozsah hodnot
standardizovanych regresnich residudld, tj. hodnot, které v predchozim diagramu v Obr. 7

byly pfimo vynaseny na svislou osu. Legenda v levém dolnim rohu naznacuje, Ze naopak
v ném jsou obdobn¢ vynaseny hodnoty Cookovy distance, nicmén¢ ve vlastnim diagramu
tyto isocary nevidime, protoze odpovidaji hodnotam, které jsou piilis velké (pracujeme
zde totiz s velmi ukédznénymi daty, kde Zadna opravdu vlivna pozorovani nejsou).

ANOVA

Analyzu variance zde zminime vice okrajové, spiSe pro ilustraci jejiho vztahu ke
klasickému regresnimu modelu. Jak jiz bylo naznateno v Uvodu, rozdil mezi
jednodussimi typy ANOVA a regresnimi modely je jen v tom, ze v piipadé ANOVA jsou
vysvétlujicimi  proménnymi faktory. Krom toho existuje tzv. amalyza kovariance
(ANOCOV ¢i ANCOVA), ve které se oba typy vysvétlujicich proménnych kombinuji

dohromady. Jednoduchy ANOVA model (s jednim faktorem) lze spocitat stejné dobie
jako linearni regresni model, ve kterém je faktor nahraze sérii tzv. dummy variables.

Kazda z tdchto proménnych odpovidd jedné hlading faktoru® a obsahuje pro dané
pozorovani hodnotu /.0 jen tehdy, pokud dané pozorovéani nabyva danou hladinu faktoru,
jinak je hodnota nulova. Z toho vyplyva, ze v sérii dummy variables kodujicich jeden
faktor ma kazdé pozorovani vzdy jen jednu jedniCku, ostatni hodnoty jsou nuly. Pro
uplnost je tfeba fici, Zze nékteré modely analyzy variance nelze timto zpisobem
reprodukovat (alespoit ne v ramci jednoho modelu), protoze maji vice nez jednu slozku
nahodné variability (tzv. nested design, véetné analyzy opakovanych méieni — repeated
measures ANOVA). Jde ale o omezenost klasického pojeti linedrnich modelt, kterou

% Neni to uplné& presné, pokud v regresnim modelu ponechame absolutni &len (intercept), jedna z dummy
variables (odpovidajici hlading faktoru, kterou povazujeme za referenéni, v experimentalnich datech
typicky "kontrola") musi byt vynechana. Odpovida to logicky i tomu, kolik stupiid volnosti maji jednotlivé

faktory v klasické ANOVA (pocet hladin faktoru minus jedna).
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odstranuji modely smiSenych efektti (linear mixed effect models, LME), popisované
v kapitole 8.

vvvvv

svou roli odpovidd funkci /m u klasickych linedrnich modell. Nejjednodussi ptiklad
ANOVA s jednim faktorem (one-way ANOVA) si mizeme ukazat na datech, ktera jsou
distribuovana s programem R:

> summary (InsectSprays)

count spray
Min. 0.00 A:12
1st Qu.: 3.00 B:12
Median : 7.00 C:12
Mean 9.50 D:12
3rd Qu.:14.25 E:12
Max. :26.00 F:12

Proménna count udava pocet jedinci hmyzu, ktery ptezil na rostlindich po pouziti
insekticidu a rozdily mezi Sesti skupinami A az F nam ukazuji rozdilnou ucinnost
jednotlivych druhi insekticidu. Vidime, ze pro kazdy druh insekticidu mame 12
nezavislych pozorovani. To je predpokladem tzv. vyrovnaného uspoiadani (balanced
nezbytné pro jejich efektivni pouziti. Model ANOVA pro tato data popisuje rozdily
v prumérném poctu jedinct pro jednotlivé typy insekticidl a jeho test odpovida nulové
hypotéze, ze se pramery téchto Sesti skupin mezi sebou nelisi (tj. insekticidy maji stejny
ucinek):
> aov.l<-aov (count~spray,data=InsectSprays)
> summary (aov.l)

Df Sum Sg Mean Sqg F value Pr (>F)

spray 5 2668.83 533.77 34.702 < 2.2e-16 ***
Residuals 66 1015.17 15.38

Signif. codes: 0 'x**' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '." 0.1 " ' 1

Vsimnéme si, ze pro objekty vracené funkci aov zobrazuje funkce summary vystup
obdobny tomu, ktery jsme pro objekty vracené funkei im vid&li po pouziti funkce anova.’
Nic ndm ve skutecnosti nebrani v tom, abychom na pravé stran¢ vzorecku, ktery je
prvnim parametrem funkce aov, pouzili i kvantitativni (nebo jen kvantitativni) proménné.
Rozdil proti /m je pak jen v tom, jak s vyslednym objektem nakladaji dalsi funkce.

Ackoliv nam funkce summary cudné taji odhadnuté parametry modelu, méli bychom se
na né podivat, abychom pochopili jejich vyznam. MuZeme si piedstavit
(aujednoduchych ANOVA modelt tomu opravdu tak je), ze funkce aov provadi svou
praci nahrazenim faktor odpovidajicimi dummy variables a naslednym fitovanim
odpovidajicitho linedrntho modelu. Parametry ANOVA modelu tedy odpovidaji
regresnim koeficientim stojicim u jednotlivych dummy variables v takovém modelu
a jejich hodnoty mizeme zjistit nasledujicim zpiisobem:

> coef (aov.1)

(Intercept) sprayB sprayC sprayD sprayEk sprayF

14.5000000 0.8333333 -12.4166667 -9.5833333 -11.0000000 2.1666667
> summary.lm(aov.1l)

7 Pokud bychom pouzili piikaz anova(aov.1), dostaneme stejny vystup jako s funkei summary.
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Call:
aov (formula = count ~ spray, data = InsectSprays)

Residuals:
Min 1Q0 Median 30 Max
-8.333 -1.958 -0.500 1.667 9.333

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 14.5000 1.1322 12.807 < 2e-16 ***

sprayB 0.8333 1.6011 0.520 0.604

sprayC -12.4167 1.6011 =-7.755 7.27e-11 *x*xx*

sprayD -9.5833 1.6011 -5.985 9.82e-08 ***

sprayE -11.0000 1.6011 -6.870 2.75e-09 ***

sprayF 2.1667 1.6011 1.353 0.181

Signif. codes: 0 '***' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 " ' 1

Residual standard error: 3.922 on 66 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.7244, Adjusted R-squared: 0.7036
F-statistic: 34.7 on 5 and 66 DF, p-value: < 2.2e-16

Funkce coef extrahuje ze statistického modelu jeho odhadnuté parametry (regresni
koeficienty) a lze ji pouzit i u klasickych linedrnich modeld. Zajimavy je ale druhy
ptikaz, pouzivajici funkce summary.Im. Vidéli jsme jiz diive, ze funkce summary se
chova odlisné, pokud ji pfedame objekt vraceny funkci aov resp. funkci /m. Jde o tzv.
generickou funkci, kterd "se pfizpiisobuje" povaze objektu, se kterym ma pracovat. Jazyk
S tesi problém generickych funkci tak, ze pro kazdy typ (tfidu) objektd méa samostatnou
verzi generické funkce, jejiz nézev ziskdame piidanim te¢ky a nézvu tiidy®. Objekt
vraceny funkci /m patifi do tfidy s oznacenim /m a pokud na néj pouzijeme funkci
summary, je automaticky pouzita verze summary.lm. Podobné diivé pouzity piikaz
summary(aov.1) automaticky vybere funkci s nazvem summary.aov. Pokud ale chceme,
aby se program R choval k objektu typu aov tak, jako by to byl objekt vraceny z funkce
Im, musime nazev pozadované verze pouzit v ptikazu (tedy summary.im).

Aby ctenaf nezacal panikafit, vratim se k nasim vysledkim. Co zobrazené koeficienty
znamenaji? Jde o praméry jednotlivych skupin, ale nejsou jednoduSe kodovany.
Primérné pocty hmyzu miizeme pro jednotlivé typy insekticidu spocitat ptimo a porovnat
je s naSimi koeficienty:
> tapply (InsectSprays$count, InsectSprays$spray,mean)

D

A B C E F
14.500000 15.333333 2.083333 4.916667 3.500000 16.666667

Primérnd hodnota pro insekticid A se shoduje s hodnotou koeficientu pro intercept.
Insekticid A byl automaticky zvolen (protoze jde o prvni hladinu faktoru) jako referen¢ni,
takze ostatni regresni koeficienty nam ukazuji, o kolik se primér dané skupiny lisi od
prameéru referencniho insekticidu A.

4

¥ Skutegnost je (jako obvykle) slozitjsi, generické funkce obvykle maji n&jakou obecnou verzi, ktera se
pouziva pro vSechny typy objekti, plus specidlni verze, které mohou ale nemusi pro jednotlivé tiidy
existovat.
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Podobn¢ jako u klasickych regresnich modelt, ani tady bychom neméli pfijmout
nafitovany model bez provéteni, jak dobie jsou splnény jeho predpoklady. Ke grafickému
posouzeni opét pouzijeme funkci plot. Nékteré z Sesti typt diagrami, které tato funkce
nabizi jako pro linearni, tak pro ANOVA modely, postradaji v ptipad¢ analyzy variance
pivab, zde ale uvadim tvorbu jednoho podstatného diagramu’:

> plot (aov.1l,which=3)

Scale-Location

L0
0
a 4 o8 o
o
o
o o
o
) o
g o
o
2 ° .
3 <
- ) o
g
o o
_—
o — o
?‘9 g sEa 2
=] o et
§ ey o o
o — o
2 e
= o
a S— el
& w© o e
P —0—
o o
o o
o o
L
o
T T T
5 10 15

Fitted values
aov(count ~ spray)

Obr. 9

Vysledny obrazek (Obr. 9), ve kterém jsou vynaseny odmocniny z absolutnich hodnot
regresnich residudlti proti fitovanym hodnotdm, ndm ukazuje, Ze skupiny s vétSimi
primérnymi hodnotami (tfi svislé pruhy bodld na pravé strané diagramu) maji veétsi
variabilitu, neZ ostatni tfi skupiny. Jde o klasické poruSeni pfedpokladu homogenity
varianci, jeho zdvaznost ndm pomtize posoudit Bartlettiv test:
> bartlett.test (count~spray,data=InsectSprays)

Bartlett test of homogeneity of variances

data: count by spray
Bartlett's K-squared = 25.9598, df = 5, p-value = 9.085e-05

Vzhledem k tomu, ze hypotézu o shodé variance mezi naSimi Sesti skupinami mizeme
zamitnout na hladin€ mensi nez 0.0001, je jasné, ze bude tieba pocty jedinct hmyzu
transformovat. Zustaneme zde u klasické logaritmické transformace, i kdyZz pro pocty
jedinct mize varianci stabilizovat podobné dobie 1 odmocninna transformace. Vyhodou
odmocninné transformace by v nasem ptipad¢ bylo, Ze by si dobfe poradila se dvéma
nulovymi hodnotami, které v proménné count mame, i bez pricteni jednic¢ky. Z opatrnosti

zacneme nejprve Bartlettovym testem:
> bartlett.test (log(count+l)~spray,data=InsectSprays)
Bartlett test of homogeneity of variances

data: log(count + 1) by spray
Bartlett's K-squared = 8.7705, df = 5, p-value = 0.1186

A zde je opraveny model ANOVA:

? Obdobny zavér by ale el uéinit i z QQ diagramu.
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> aov.l<-aov (log(count+l) ~spray,data=InsectSprays)
> summary (aov.1l)

Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
spray 5 38.518 7.704 46.007 < 2.2e-16 **x*
Residuals 66 11.051 0.167

Signif. codes: 0 'x**' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '."'" 0.1 ' ' 1

Interakce mezi faktory a vnoreni

Nakonec se zastavime u trochy sloZit¢jsiho ANOVA modelu, tzv. dvoucestné analyzy
variance (two-way ANOVA). Uplné¢ vhodna data program R nenabizi, zadame tedy
prikladova data ru¢né€ (nejsou dlouha):

> y<-c(0.69,0.22,0.19,0.13,0.12,0.15,0.74,0.64,
+ 0.18,0.74,0.21,0.68,0.02,0.49,0.07,0.43)
> x<-cC ("y"r "n"I "y"r "n"I "I'l", "n"l "Y"r "Y",

+ "y"l "y"l "n"V "n"I "n"V "y"l "n"l "y")

> x2<=c("y","y","n","n","y","n","y", "n",
+ "n"I "Y", "l'l", "Y"r "n"I "I'l", "Y", "Y")
> benl<-data.frame (Rhiz=y,B=as.factor (x),P=as.factor (x2))
> summary (benl)

Rhiz B P

Min. :0.0200 n:8 n:8

st Qu.:0.1450 y:8 y:8

Median :0.2150

Mean :0.3563

3rd Qu.:0.6500

Max. :0.7400

Proménna Rhiz predstavuje tidaje o susin¢ oddenkt (vétSinou patiicich travam a ostticim)
ziskanych odbérem pudnich sond konstantniho objemu. Kazda sonda je odebrana v jiné
experimentalni plose terénniho experimentu, ve kterém byl na plochy o velikost 1x1 m
dlouhodobé aplikovan fungicid benomyl (B) a/nebo anorganicky fosfat (P), ve
faktoridlnim usporadani (4 replikace od kazdé ze 4 kombinaci, prostorove byly Ctverce
usporadany jako tzv. Latinsky Ctverec, toto uspotfadani ale v nasledujicich analyzach
ignorujeme).

Dvoucestnd ANOVA nam umozni zodpoveédét otazku, zda ma na mnozstvi oddenki vliv
pridavani fosfatu, zda ma vliv fungicid, a pfipadné (pokud zahrneme do modelu interakci
mezi obéma faktory), zda se tyto vliv jen s¢itaji nebo spolu interaguji:
> aov.2<-aov (Rhiz~B+P,data=benl)
> summary (aov.2)

Df Sum Sg Mean Sqgq F value Pr (>F)
B 1 0.39062 0.39062 10.3477 0.006746 **

P 1 0.17640 0.17640 4.6728 0.049881 *
Residuals 13 0.49075 0.03775

Zacali jsme modelem jen s hlavnimi efekty, bez interakce. Vysledek nam ukazuje, ze jak
benlate, tak fosfaty maji vliv na oddenky, nelze ale zatim fict jaky. Musime se podivat na
odpovidajici regresni koeficienty nebo vynést obrazek:

> coef (aov.2)

(Intercept) By Py

0.0950 0.3125 0.2100
> interaction.plot (benl$P, benl$B,benl$Rhiz)
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Obr.10 ukazuje, co funkce interaction.plot vytvori (v§imnéte si, ze prvy a druhy faktor se
v diagramu pouziji odli$n¢, je to uréeno prave jejich poradim).
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Obr. 10

Jak graf, tak ¢iselné hodnoty nam ftikaji, ze vliv fungicidu i fosfatu na mnozstvi oddenki
je pozitivni, ale vliv fungicidu je vyraznéj§i a mame o ném vétsi jistotu (ve smyslu
dosazené signifikance). Zopakujme si na tomto slozitéjsim piiklad¢, jak zobrazené
koeficienty interpretovat. Primérna hodnota biomasy oddenkti v plochach bez aplikace
fungicidu 1 fosfati je 0.095. Primérna hodnota pro plochy s aplikaci pouze fungicidu je
0 0.3125 vyssi. Predpovidana primérnéd biomasa v plochéach, na které byl aplikovan
fungicid i fosfaty, je tedy 0.095+0.3125+0.2100.

Zatim jsme ale nevzali v Gvahu moZnou interakci. Pfitom ale diagram v Obr. 10 se
nazyva interak¢éni (interaction plot) a nestejny sklon usecek také naznacuje, ze zde
interakce muze byt. Pfresvéd¢ime se o tom nasledovné.

> aov.2int<-update (aov.2, .~.+B:P)

> anova (aov.2,aov.2int)
Analysis of Variance Table

Model 1: Rhiz ~ B + P
Model 2: Rhiz ~ B + P + B:P
Res.Df RSS Df Sum of Sg F Pr (>F)
1 13 0.49075
2 12 0.47385 1 0.01690 0.428 0.5253

Pfidani interakce tedy naS§ model prikazné nezlepsi. Ale podivejme se jest€¢ na shrnuti
slozit&jsiho modelu:

> summary (aov.2int)

Df Sum Sg Mean Sqg F value Pr (>F)
B 1 0.39062 0.39062 9.8924 0.00845 **
P 1 0.17640 0.17640 4.4672 0.05617
B:P 1 0.01690 0.01690 0.4280 0.52532
Residuals 12 0.47385 0.03949

Vsimnéte si, Ze pokud bychom rovnou zacali s modelem zahrnujicim interakce (tak, jak
to mnohé statistické programy automaticky nabizeji u analyzy se dvéma faktory), nas
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zaveér by byl, ze prikazny vliv ma jen aplikace fungicidu. Posun v signifikanci faktoru P
neni velky a je predevsim dusledkem poklesu sily testu (pfipravili jsme se o dalsi stupen
volnosti, coz je pfi celkovém poctu 15 — pro nulovy model — dosti zavazné).

Interakci jsme do modelu zadavali pomoci operatoru dvojtecka. Nicméné vyraz
B+P+B:P lze zkracené zapsat jako B*P. Pokud bychom ale hvézdickou propojili tii
faktory (napt. A*B*C), odpovida takovy model nejen tiem hlavnim efektim, ale také
ttem interakcim prvniho fadu (4B, A:C a B:C) a také interakci druhého tadu (4:B:C).

A uplné nakonec, bez praktického ptikladu, zminim, Ze mame k dispozici jesté operator
lomitko (/), ktery v ptipad¢ vzorecku regresniho modelu neznamena déleni (podobné jako
hvézdicka zde nepopisuje nasobeni), nybrz situaci, kdy je jeden faktor vnoten ve faktoru
druhém. Naptiklad zapis 4/B odpovida vnofeni hodnot faktoru B v jednotlivych
hladinach faktoru A. Jinymi slovy, porovnani primérnych hodnot hladin faktoru B ma
smysl jen v kontextu urc¢ité hodnoty faktoru 4, nelze je porovnavat nezévisle na tomto
nadfazeném faktoru. Tomu odpovida i skutecnost, Ze zapis A/B je opét jen "zkratkou" pro
A+A:B (tj. chybi zde hlavni efekt faktoru B).
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2 Zobecnéné linearni modely pro pocéty a rozméry

Drive, nez si vytvofime prvni zobecnény linedrni model (generalized linear model,
GLM), bych rad Ctenafi pfipomenul, ze jde o metodu, kterd stavi na tzv. obecnych
linearnich modelech. Ty, mimo klasické linearni regrese, zahrnuji i modely, ve kterych
jsou vysvétlujicimi proménnymi bud’ jen faktory (ANOVA modely), nebo také faktory
(ANCOVA modely). Pro zdtiraznéni tohoto rozsifeni klasické linearni regrese bude i nas
prvni ptiklad pracovat s faktoridlni vysvétlujici proménnou.

Motivacni priklad

Nejprve se vratme k datim, kterd jsme pouZzivali jiz diive, asice k datovému ramci
InsectSprays. V tomto piikladu vysvétlujeme nalezené pocCty hmyzu na rostlindch
osetfenych jednim ze Sesti druhii insekticidu (oznac¢enych A az F). Pfipominam, ze kdyz
jsme v piedchozi kapitole zkoumali ANOVA model, ktery jsme pro tato jednoduché data
vytvotili (anova(count~spray,data=InsectSprays)), zjistili jsme pomoci obrazku regresni
diagnostiky (a potvrdili si Bartlettovym testem), ze variabilita rezidudlii roste
s primérnou hodnotou pocti ve skupinach, odpovidajicich jednotlivym druhim
insekticidu. Tento vztah si mizeme graficky ukéazat nasledujicim postupem:

aov.is<-aov (count~spray, data=InsectSprays)

y<-tapply (resid(aov.is), InsectSprays$spray,var)

x<-tapply(fitted(aov.is), InsectSprays$spray, mean)
plot (y~x,xlab="Mean",ylab="Variance")
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Obr. 11

Funkce tapply (kterou jsme potkali jiz na konci predchazejici kapitoly) ndm umoziuje
pouzit zvolenou funkeci (tfeti parametr funkce fapply) na hodnoty proménné zadané jako
prvni parametr a roztiidéné do skupin pomoci faktoru, ktery je druhym parametrem
tapply. V tomto ptipad¢ jsme do proménné y ulozili varianci residuali pro jednotlivé
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insekticidy, zatimco v x jsou praméry hodnot fitovanych pro jednotlivé skupiny'’. Vztah
vyneseny v Obr. 11 ukazuje linearni rast variance se stfedni hodnotou. Jak je z Obr. 11
vidét, hodnota variance roste imérné¢ hodnoté priméru, a to nas spolu se skutecnosti, ze
hodnoty proménné count predstavuji pocty jedinc, vede k zavéru, ze residudlni
variabilitu by lépe nez Gaussova (normalni) distribuce popisovala tzv. Poissonova
distribuce. Ta je jednou z vice distribuci, které muzeme zvolit pro popis nahodné
(nevysvétlené) variability ve zobecnéném linearnim modelu.

Fitovani zobecnéného linearniho modelu

Abychom si takovy model ukazali na naSich datech, postaci volani funkce /m nahradit
funkci glm a vté ptfidat jeden novy parametr, s ndzvem family, ktery urCuje typ
distribuce.

> glm.1l<-glm(count~spray,data=InsectSprays, family=poisson)

Protoze jsme problém nestalé variance v proménné count tesili v predchozi kapitole
logaritmickou transformaci (po pficteni jednicky), mohlo by byt zajimavé vysledky obou
modelt porovnat'', srovnanim jak regresnich koeficientt, tak pfedpovidanych hodnot:

> coef (glm.1)
(Intercept) sprayB sprayC sprayD sprayE
2.67414865 0.05588046 -1.94017947 -1.08151786 -1.42138568
sprayF
0.13926207
> coef (aov.1l)
(Intercept) sprayB sprayC sprayD sprayE
2.69673832 0.05980403 -1.74413153 -0.98342718 -1.27049988
sprayF
0.11892303
>
> summary (InsectSprays$count)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.00 3.00 7.00 9.50 14.25 26.00
> summary (fitted(glm.1))
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
2.083 3.500 9.708 9.500 15.330 16.670
> summary (fitted(aov.1))
Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.9526 1.4260 2.2050 2.0600 2.7570 2.8160

Pokud se ctenaf nad porovnanim regresnich koeficenti a néaslednym porovnanim
skute¢nych a obéma modely fitovanych hodnot zamysli, asi mu pfijde néco divného.
Zatimco pocty predpovidané obéma modely dobfe odpovidaji tomu, Zze v modelu aov. !/

byly hodnoty logaritmovany, zatimco v modelu g/m. I ne, hodnoty regresnich koeficientt
jsou si piekvapiveé podobné, i kdyz ne shodné. Jak je to mozné?

Odpovéd je docela jednoducha. V pouzitém zobecnéném linearnim modelu se také
skryva logaritmickd transformace, diky které funkce g/m pracuje s pocty jedincti hmyzu
na podobné (transformované) skale jako funkce aov.

' Mimochodem, v tomto pfipadé se primérovaly v kazdé skupiné zcela stejné hodnoty (fitovanou
hodnotou je zde pravé primér), takze pouziti funkce jen zajistilo, Ze mame pro kazdou skupinu pouze jeden
udaj, nikoliv dvanact stejnych.

""Model aov. I byl ziskan ptikazem aov.1<-aov(log(count+1)~spray,data=InsectSprays)
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Soucasti GLM

Zobecnéné linearni modely pouZivaji tzv. link funkei. Jde o jednoduchou funkci'?, ktera
pfevadi hodnoty vysvétlované proménné na Skalu slucitelnou s hodnotami, které ndm
definuje prava strana regresni rovnice, obsahujici vysvétlujici proménné. Napiiklad pocty
jedinct, které nikdy nemohou byt zaporné, se po transformaci vhodnou link funkci (zde
logaritmus) "roztdhnou" pfes vSechna mozna kladnd a zapornd Cisla, kterd mohou
hodnoty vysvétujicich proménnych nasobené regresnimi koeficienty a sectené
dohromady vytvotit. Ctenat ted’ mozna o piedchozi vété pochybuje: nulu logaritmovat
nelze, nejmensi nenulovy pocet je 1 a po zlogaritmovani se zméni na nulu, zatimco
vSechny ostatni vEétSi poCty se zméni na Cisla vétSi nez nula. Piipomenime si ale, ze
regresni model nepiedpovida hodnotu konkrétnich pozorovani, nybrz primérnou hodnotu
vysvétlované proménné, kterou ocekavame pro danou kombinaci hodnot proménnych
vysvétlujicich. V ptipadé poctu jedinct a jeho popisu Poissonovou distribuci je tato
stfedni hodnota Poissonovy distribuce vzdy kladna, ale miZze byt napiiklad 0.35. Pokud
by Poissonova distribuce méla nulovy primér, byla by také pravdépodobnost, Ze se pfi
libovolné velkém poctu opakovéni setkdme alespon s jednim kusem hmyzu, nulova, coz
neni rozumny predpoklad.

Nyni si uvedeny popis GLM shrneme ve vice matematické podobé. U klasického
linearniho modelu s vice vysvétlujicimi proménnymi jsme v predchozi kapitole pouzili
termin "linearni kombinace vysvétlujicich proménnych", ktery popisuje zpiisob, jakym se
v modelu kombinuji regresni koeficienty s hodnotami proménnych. U zobecnénych
linearnich modeli budeme tuto kombinaci nazyvat linearni prediktor a mizeme ji
oznacit feckym pismenem eta:

)4
n, =b, +ij *xﬁ
=

Odtud je jiz jen kousek k obecnému zapsani GLM. Podobné jako u klasického linearniho
modelu vyjadiime hodnotu vysvétlované proménné pomoci dvou slozek: o¢ekavané (€ili
— pro realna data — fitované) hodnoty a ndhodné slozky, predstavujici regresni residual:

Yi :)’}i+ei’kde g(j}i):ni

Funkce g je link funkce a residudly e; mohou pochézet z riznych distribuci. V nasem
ptikladé¢ jsme pii uZziti funkce g/m predpokladali, Ze vhodnou distribuci je Poissonova, ale
v ramci GLM mame k dispozici i dalsi distribuce, které probereme dale. Kde jsme ale ve
funkci glm zvolili, Ze link funkci bude logaritmicka funkce? Ke kazdému ze zakladnich
typtt distribuci, které GLM podporuji, patii jedna tzv. kanonicka link funkce,
a v pfipad€¢ Poissonovy distribuce je to pravé logaritmickéd link funkce, kterd se proto
implicitné zvoli.

Na tomto misté jiz miZeme porovnat zobecnény linearni model (GLM) s normalnim
linedrnim modelem. U obou typil feSime stejné problémy pii rozhodovani, které
vysvétlujici promé€nné v modelu pouzit, u GLM ale mame vé&tsi moZnosti ve volbé

12 ’ , , , I3 roe r . ’ 7 1r . v v
ktera navic musi mit komplementarni inverzni funkci, kterd provadi transformaci opacnym smérem,
u logaritmu je to napf. exponencialni funkce
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distribuce nevysvétlené variability a také ve volbé link funkce, ktera "preklada" rozsah
hodnot linearniho prediktoru (prakticky libovolné redlné cislo) do vice omezeného
rozsahu hodnot vysvétlované proménné (kladna cisla u pocta ale také u rozméra ¢i
vétSiny pomérti, hodnoty mezi 0 a 1 pro pravdépodobnosti, atd.). Pro kazdy bézny typ
distribuce, uzivany u GLM, existuje kanonickd link funkce, ale pro n¢které distribuce
jsou k dispozici i jiné link funkce, které v konkrétnich piipadech zminime.

Na konec tohoto uvodu ke GLM vysvétlim, pro¢ funkce fitted vracela v ptipad¢ glm.1
modelu hodnoty na piivodni skéle poctu jedinct. Je to proto, Ze tato funkce v piipadé
GLM (ale také v ptipadé zobecnénych aditivnich modell, které budeme probirat pozdéji)
spocita fitované hodnoty dosazenim hodnot vysvétlujicich proménnych do lineadrniho
prediktoru s odhadnutymi koeficienty, ale pak jest¢ vysledek transformuje funkci
inverzni k link funkci. Proto napiiklad ptedpovidana stfedni hodnota poctu jedinci
hmyzu po pouziti insekticidu C je rovna (s drobnou zaokrouhlovaci chybou):

> exp(2.67415865-1.94017947)
[1] 2.083354

tak, jak to ukazuje i vysledek funkce fitted.

> fitted(glm.1) [25]
25
2.083333

Zakladni typy distribuci v GLM

Nasledujici tabulka podava piehled hlavnich typt distribuci, ndzvii uzivanych link funkci
a typt a vlastnosti vysvétlovanych proménnych, pro které se jednotlivé moznosti hodi.
Potadi odpovida ptedpokladané Cetnosti jejich vyuziti v biologickych védach.

Statisticka distribuce | Kanonicka link funkce Vysvétlovana proménna
Nazev vS Nazev Definice | Hodnoty Typy udaja
. . . . : n = 1In( y —)| podily pravdépodobnosti jevii
binomicka | binomial logit -y o N .
z pocta ¢i vysledki
. . 1oy celé podty ptipadd, téz
Poissonova | poisson log 7= 1n(3) nezaporné konting. tabulky
negativné | negative. log 5 =1In($) celé pocty jedinci pfi
binomicka | binomial nezaporné shlukovité distrib.
) 1 kladné velikosti, hmotnosti,
Gamma Gamma | reciprocal n=-— s ok podil
P realné jejich podily
. : . _ 5 jakékoliv | s ohledem na ostatni
Gaussova gaussian identity n=y realné moFnosti skoro Z4dné
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K tabulkovému piehledu je tieba doplnit, Ze moznost pouzivat negativné binomickou
distribuci neni zakladni schopnosti programu R, ptidava ji bali¢ek (package) s nazvem
MASS. Naopak v piehledu chybi inverzni Gaussovska distribuce a také volby
oznacované jako quasi, quasipoisson a quasibinomial. Alespon posledni dvé ale zminim
v dal$im textu.

Koeficienty GLM

Vratme se k nafitovanému GLM, ktery je ulozen v objektu g/m. 1, a podivejme se na jeho
shrnuti (prvych osm fadkt vypsanych funkci summary bylo smazéano):
> summary (glm.1)

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr (>]|z|)

(Intercept) 2.67415 0.07581 35.274 < 2e-16 ***
sprayB 0.05588 0.10574  0.528 0.597

sprayC -1.94018 0.21389 -9.071 < 2e-16 ***

sprayD -1.08152 0.15065 =7.179 7.03e-13 ***

sprayE -1.42139 0.17192 -8.268 < 2e-16 ***

sprayF 0.13926 0.10367  1.343 0.179

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 409.041 on 71 degrees of freedom
Residual deviance: 98.329 on 66 degrees of freedom
AIC: 376.59

Number of Fisher Scoring iterations: 5

Tabulka s ptehledem odhadnutych koeficientii nds svym obsahem neptekvapi. Opét zde
mame absolutni ¢len, pfedstavujici hodnotu linearniho prediktoru pro insekticid A,
zatimco ostatni koeficienty piedstavuji zménu hodnoty tohoto prediktoru pii zdméné
insekticidu A jinym. ProtoZze model g/m.I byl nafitovan s implicitni volbou logaritmické
link funkce, miizeme udaje, které nam regresni koeficienty predstavuji, prevést na skalu,
ve které jsme vysvétlovanou proménnou méftili (tj. pocty jedincil) pomoci exponencialni
funkce. Podivejte se na nasledujici vypocty:
> exp(2.67415)

[1] 14.50002
> exp(2.67415-1.94018)
1] 2.083335
xp (-1.94018)

0.1436781

e
]
2.083335/14.5
]

[
>
[1
>
[ 0.1436783

1

Vysledek prvniho ptikazu nam tika, Ze primérny pocet jedinci hmyzu na rostlinach
osetfenych insekticidem A je 14.5 (stejny odhad jako z funkce aov na konci prvé
kapitoly). Podobn¢ druhy wvysledek (tj. exponenciela ze souctu absolutniho c¢lenu
a koeficientu odpovidajiciho insekticidu C) nam fika, ze ocekavany prumérny pocet
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hmyz{ na rostlinach osetfenych nejucinnéjsim insekticidem C bude 2.08. Treti piikaz je
interpretovat jednotlivé koeficienty z modelli pouzivajicich logaritmickou link funkci
(log se Casto pouziva i u negativné binomické a u Gamma distribuce, u té druhé hlavné
pro hmotnosti a rozméry). Vysledek 0.1436781 (tj. exponenciela z regresniho
koeficientu) nam ftikd, ze primérny pocet jedinci hmyzu bude na rostlindch oSetfenych
insekticidlem C o 86% (tj. 100*(1-0.14) po zaokrouhleni) mens$i v porovnani
s "referencnim" pfipravkem A. Porovnavané vlivy jsou tedy na Skale vysvétlované
proménné ndsobné, nikoliv "posuvné" (statistik by fekl "nikoliv aditivni"). Jinymi slovy,
hodnota pro C je 0.14-krat "vétsi" nez pro referen¢ni A. Tuto interpretaci hodnoty
koeficientu bychom si mohli ukazat i vice matematicky, Gpravou rovnice piedpovidajici
pocet hmyzi pro insekticid C:
j}c — 62.67415—1.94018 — 62.67415 .671.94018

Podobnou interpretaci miizeme pouzit i pro regresni koeficienty patiici ke kvantitativnim
vysvétlujicim proménnym. V takovych piipadech ov§em neuvazujeme o zméné kategorie
u kategorialni proménné, nybrz o posunu (zmén€) hodnoty vysvétlujici promeénné
o jednotku. Pokud bychom tedy napft. pro vysvétlovani poctu hmyza pouzivali také dobu
od aplikace insekticidu (métenou v hodinach) a koeficient odpovidajici dob¢ od aplikace
mél hodnotu 1.098, pak bychom mohli fici, ze ocekavany pocet se s kazdou hodinou
uplynulou od aplikace v priiméru ztrojnasobi (protoze exp(1.098) = 2.998).

Tabulka regresnich koeficientl, kterou funkce summary zobrazuje pro GLM, se ale pteci
jen trochu li§i od tabulky pro klasicky linedrni model. Misto ¢ statistik vidime tzv.
z statistiky, které se nabizeji pro srovnani s normovanou normalni distribuci (N(0,1)), pro
test dil¢i hypotézy o hodnoté urcitého koeficientu. Jde o tzv. Waldovy statistiky. Pro
¢tenaie mam ohledné jejich pouziti jedinou radu: nepouzivejte je. Pfedpoklady, které jsou
s jejich opravnénym pouzitim spojeny, nejsou obvykle splnitelné a zaveéry z nich ud€lané
jsou proto Casto nespravné.

Analyza deviance

Na tomto mist¢ zopakuji zavéreCnou c¢ast vystupu funkce summary, abych Ctenare
nemusel odkazovat ptili§ dozadu (v rdmci kapitoly, myslim ;-)

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 409.041 on 71 degrees of freedom
Residual deviance: 98.329 on 66 degrees of freedom
AIC: 376.59

Number of Fisher Scoring iterations: 5

Funkce nam nejprve sdéluje, ze o hodnoté dispersniho parametru se predpoklada, ze je
rovna jedné. Vysvétlovani, co tento parametr znamena obecné v GLM, by neprospélo
Ctenarovu pratelskému vztahu ke statistice, v pfipad¢ Poissonovy distribuce to ale neni
zas tak slozité. Pro ni totiz plati, Ze variance je rovna priméru. To mizeme zapsat
napiiklad takovouto rovnici: V(y) = Ey. V mnoha typech biologickych dat
predstavujicich pocty nebo i podily (pravdépodobnosti) ale neni variance rovna prameéru,
s prumérem ale linearn€ roste (rychleji ¢i pomaleji nez primér). To lze zapsat rozsitenim
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rovnice o parametr popisujici rychlost narastu variance: V(y) = ¢*Ey. A pravé tento
koeficient ¢ odpovida dispersnimu parametru. Pokud pouzivame GLM a predpokladdme
Poissonovu distribuci pro nevysvétlenou variabilitu, funkce summary a anova odhaduji
signifikance pro testy parametrt s piedpokladem, Ze je ¢ rovno jedné (jak nam hlaska ve
vystupu sdé€luje). Pokud je ale ve skuteCnosti ¢ vyznamné vétsi nez jedna (situace
oznacovand jako overdispersion), spravné pravdépodobnosti chyb I. druhu (tj. hodnoty
p) jsou vyssi, tj. naSe zavéry o hypotézach budou pfili§ optimistické. K moznému
zpisobu feSeni se dostaneme v nasledujici kapitole, v ¢asti pojednavajici o nadmérné
variabilité.

V dal$ich dvou tadkach vystupu z funkce summary najdeme pojem deviance. Ve smyslu,
v jakém je zde pouzivana, predstavuje deviance zobecnéni residualni sumy Ctverct, které
zndme z regresniho modelu. Residudlni suma ctvercti nafitovaného modelu je uvedena
pod nazvem Residual deviance. Deviance v predchazejici tadce také predstavuje
residualni devianci, ale pro tzv. nulovy meodel. V nulovém modelu je v linedrnim
prediktoru pfitomen jen absolutni ¢len, zddnd proménna vysvétlujici. Mzeme proto fict,
ze deviance nulového modelu odpovida celkové sumé ctverci (TSS) v klasickém
linedrnim ¢i v ANOVA modelu. Podobné jako utéchto modeli mizeme celkovou
devianci (devianci nulového modelu) rozlozit na ¢ast nasim modelem vysvétlenou a ¢ast
nevysvétlenou. Pro na$ ptiklad plati, ze je naSim modelem (tj. typem insekticidu)
vysvétlena deviance o velikosti 409.041-98.329, a to za pouziti 5 (71-66) stupiii volnosti.
Tento rozklad nam ndzornéji ukaze tabulka analyzy deviance, kterou pocité (to je trochu
matouci) funkce anova, pokud ji pouzijeme na GLM:

> anova (glm.1)

Analysis of Deviance Table

Model: poisson, link: log

Response: count

Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev
NULL 71 409.04
spray 5 310.71 66 98.33

Piekvapujici je, Ze na rozdil od klasického rozkladu variance u regresnich ¢i ANOVA
modelt nam zde funkce anova nenabizi zadny test signifikance. Je to proto, ze v tivahu
pfichézeji u zobecnénych linedrnich modelt dva mozné druhy testil a volba alespoil z&asti
zavisi na typu GLM a vlastnostech vysvétlované proménné (napf. piitomnost nadmérné
variability). Pokud bychom ptedpokladali, ze pouziti standardni Poissonovy distribuce je
v nasem piipad¢ spravna volba, mél by test byt zalozen na srovnani modelem snizené

. 2 4 - , . . v Vs .
deviance (310.71) s %~ distribuci s 5 stupni volnosti. Pouziti tohoto testu ulozime funkci
anova zadanim hodnoty parametru fest:
> anova (glm.1l, test="Chisq")
Analysis of Deviance Table
Model: poisson, link: log
Response: count
Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev P(>|Chi]|)

NULL 71 409.04
spray 5 310.71 66 98.33 4.979%e-65
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Pokud by pro jiny typ analyzy deviance GLM byl vhodnégjsi F test (obdobny F testu pfi
rozkladu variance klasickych modell), parametr test by mél hodnotu "F".

Residualy pro GLM

Pro obecny linearni model (tj. ANOVA a klasickou linearni regresi) jsme si ukazali, ze
residudlni suma ctverci (RSS) je rovna souctu druhych mocnin regresnich residudlt
a soucasn¢ jsou tyto residudly definovany jako rozdily mezi skutecnou a modelem
pfedpovidanou hodnotou vysvétlované proménné. U GLM neni situace tak jednoducha,
residualy definované podle prvé nebo druhé definice se obvykle 1i$i - s vyjimkou GLM se
zvolenou Gaussovou distribuci a link funkci "identity" (ktera ponechéava hodnoty beze
zmeény). Residualy, které po secteni jejich druhych mocnin piedstavuji hodnotu residuélni
deviance, se nazyvaji devian¢ni residualy (deviance residuals). Ty jsou implicitnim
typem, ktery funkce resid vraci. Residualy, které vzniknou odectenim fitované hodnoty
vysvétlované proménné (po transformaci inverzni link funkci) od hodnoty pozorované,
lze spocitat pouzitim funkce resid s parametrem fype='"response”. Nicméng, tento typ
neni pfili§ Casto pouzivan, vzhledem k tomu, ze se pro nékteré distribuce variabilita
téchto residudlti méni podle oc¢ekavané (fitované) hodnoty. Misto toho se doporucuji tzv.
Pearsonovy residualy (vypolteme pouzitim parametru type="pearson"), které jsou
standardizovany tak, Ze pfipadnd zmeéna variability ("rozptylu") hodnot téchto residudlt
je nad ramec o¢ekavané proménlivosti a naznacuje mozné problémy.

Loglinearni modely: analyza kontingenénich tabulek

Loglinearni modely se uzivaly jiz n¢jakou dobu ptfed popularizaci zobecnénych
linearnich modelt, ale predstavuji jen jejich zvlastni piipad. Slouzi ke hledani vztahu
mezi faktory a ktestovani hypotéz, tykajicich se jednotlivych stran ("rozméru")
kontingenénich tabulek'’. 1 v t&chto modelech obvykle hraje jeden z faktorti roli
"vysvétlované promeénné", ale v tomto specialnim ptipad€ nestoji v rovnici regresniho
modelu na levé stran¢ — tam stoji hodnoty poctu piipadi z jednotlivych bunék
kontingenc¢ni tabulky. Proto se také pro "zavisly" faktor pouzivéa spiSe termin faktor
odezvy (response factor) a pro vysvétlujici faktory termin stimulus factors (anglicky,
nemam odvahu to piekladat, smysl je celkem zjevny i tak).

w7

Postup analyzy slozitéjsich kontingencnich tabulek si ukdzeme na ptikladu, ktery sice
neni z oboru pfirodnich véd, ale bude snad pro ¢tenafe atraktivni. Prikladova data Titanic
obsahuji udaje o osudech 2201 pasazérii této znamé lodi. Data byla sebrana vysSetiujici
komisi, a tak nas bude — podobné jako tuto komisi - nejvice zajimat, zda pteziti Ci
nepreziti (faktor Survived) bylo ovlivnéno postavenim pasazéra: vékem (Age — dité ¢i
dospély), pohlavim (Sex — muz ¢i zena) a ttidou, ve které cestoval, tedy vpodstaté
ekonomickym stavem (Class — prvni, druhd, tieti a posaddka). Objekt Titanic neni ale

13 Kazd4 strana dvou- i vicerozmérné kontingenéni tabulky odpovida jednomu z faktorii a tabulka je podél
takové strany rozdélena na tolik ¢asti ("fadka" / "sloupcti"), kolik hladin faktor ma. To mimochodem
znamena, ze v takovychto analyzach mizeme pracovat i s vysvétlovanou proménnou, kterd ma vétsi pocet
samostatnych kategorii, napf. kdyZ pokusna zvifata voli z vice moznosti (napf. typ stravy) a my chceme
zjistit, které dalsi faktory jejich rozhodnuti ovliviuji.
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datovym ramcem, tedy typem dat, ktera jsme dosud pouzivali, nybrz skute¢nou Ctyi-
rozmérnou tabulkou:

> dim(Titanic)
[1] 4 2 2 2

. y . . T , 1 2 .
Vlastnosti tabulky dobfe shrnuje (a také provadi zdkladni klasicky y~ test hypotézy
o Uplné nezavislosti mezi vSemi ¢tyimi faktory) funkce summary:
> summary (Titanic)
Number of cases in table: 2201
Number of factors: 4
Test for independence of all factors:

Chisg = 1637.4, df = 25, p-value = 0

Chi-squared approximation may be incorrect
Tuto tabulku nelze tplné jednoduSe zobrazit (na rozdil od tabulky dvourozmérné), jazyk
S to fesi jejim "rozfezavanim" podél vsech faktort mimo prvniho a druhého. Vystup je
docela dlouhy, proto z né¢j uvadim jen ¢ast:

> Titanic
, » Age = Child, Survived = No

Sex
Class Male Female
1st 0 0
2nd 0 0
3rd 35 17
Crew 0 0

, » Age = Adult, Survived = No

Sex
Class Male Female
lst 118 4
2nd 154 13
3rd 387 89
Crew 670 3

V této podobé¢ ale nemliizeme data pouzit pro nafitovani zobecnéného linearniho modelu,
pocty osob z jednotlivych bun¢k tabulky potiebujeme "natdhnout" do jednoho sloupecku
(proménn¢), pfi¢emz dalsi proménné budou odpovidat jednotlivym rozmériim (strandm)
puvodni ¢tyfrozmérné tabulky. Zptisob zmény je piekvapive jednoduchy:

> tit<-as.data.frame (Titanic)
> summary (tit)

Class Sex Age Survived Freqg

lst :8 Male :16 Child:16 No :16 Min. : 0.00

2nd :8 Female:16 Adult:16 Yes:16 l1st Qu.: 0.75

3rd :8 Median : 13.50

Crew:8 Mean : 68.78
3rd Qu.: 77.00
Max. :670.00

Ctenafe upozoriiuji, ze viechny piipady, které maji stejnou hodnotu pro viechny &tyfi
faktory (Class, Sex, Age, Survived) jsou sdruzeny do jednoho tadku, celkovy pocet
pfipadl v naSem datovém ramci je proto 4*2*2*2 = 32 nikoliv 2201. PoCty jsou ulozeny
v proménné Freq.
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Nyni muzeme zalit pracovat s log-linearnim modelem. Pfipominam, Ze log-linearni
modely jsou tak trochu exotikou ve srovnani s jinymi, u kterych neni vysvétlovana
proménna faktorem. Tomu odpovidé uz to, jak vypadéa nulovy model:

> glm.tit.0<-glm(Freg~Class*Sex*Age+Survived,data=tit, family=poisson)

Definici tohoto modelu doporucuji dikladné prostudovat. Nulovy model, tj. model
odpovidajici hypotéze, ze pravdépodobnost pteziti (tj. obecné¢ pravdépodobnosti pro
jednotlivé kategorie odezvového faktoru, zde Survived) nezavisi na Zadném z ostatnich
faktort, obsahuje hlavni efekt odezvového faktoru, ale také hlavni efekty a vSechny
mozné interakce mezi vysvétlujicimi faktory. Zadna z tdchto ¢asti se nesmi pii dalsich
upravach modelu odstranit. NaSe alternativni hypotézy jsou tedy piedstavovany jen
interakcemi, obsahujicimi odezvovy faktor. Je vhodné zalit u interakci prvniho fadu. Ty
v ptipad¢€ naSeho ptikladu budou testovat hypotézy, ze pieziti zaviselo na tfid€, ve které
osoba cestovala, na jejim pohlavi, nebo na jejim véku (dit€ vs. dospély). Pro vysvétlujici
faktory, u kterych se takové interakce prvniho fadu ukazaly prikazné, mizeme testovat
i slozit€jsi hypotézy — napt. zavisela (piipadnd) vyssi pravdépodobnost pireziti déti na
tom, ve které tiidé cestovaly?

Zacneme tedy nejprve interakcemi prvniho fadu: funkce addl nam umozni ozkouset
duasledky rozsifeni modelu vzdy o jeden Clen, v tomto ptipadé interakce prvého fadu mezi
proménnou Survived a jednim ze tfi vysvétlujicich faktorti. VSimnéte si, jakym zptisobem
mozné rozsifeni modelu zaddvame: teCky ve vzorci znamenaji "vSe, co ve stdvajicim
modelu jiz je":

> addl (glm.tit.0, .~.+Survived: (Class+Sex+Age), test="Chisqg")
Single term additions

Model:
Freq ~ Class * Sex * Age + Survived

Df Deviance AIC LRT Pr (Chi)
<none> 671.96 833.36

Class:Survived 3 491.06 658.46 180.90 < 2.2e-16 ***
Sex:Survived 237.49 400.90 434.47 < 2.2e-16 ***
Age:Survived 1 652.40 815.80 19.56 9.746e-06 ***

=

Signif. codes: 0 'x**' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '."'" 0.1 ' ' 1

Radka zacGinajici <none> ptedstavuje stavajici, tj. na$ nulovy model. Nasledujici tii
radky pak predstavuji jednotlivé piidané Cleny a dusledky jejich pfidani do nulového
modelu. Je vidét (podle hodnoty poklesu deviance, ale i podle nejnizsi hodnoty AIC), zZe
kvalitu model nejvice zvysi interakce, odpovidajici pfednostni zachran€ zen. Protoze
uvedené testy se tykaji vzdy jednotlivych ¢lenti (jde o jejich tzv. "marginalni", nezavislé
efekty), neméli bychom si dovolit pfidat vSechny tfi najednou, je tieba je testovat
postupng:

> glm.tit.l<-update(glm.tit.0, .~.+Sex:Survived)

> addl (glm.tit.1l, .~.+Survived: (Class+Age), test="Chisqg")

Single term additions

Model:

Freq ~ Class + Sex + Age + Survived + Class:Sex + Class:Age +
Sex:Age + Sex:Survived + Class:Sex:Age
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Df Deviance AIC LRT Pr (Chi)
<none> 237.49 400.90
Class:Survived 3 131.42 300.82 106.08 < 2e-16 ***
Age:Survived 1 231.60 397.00 5.89 0.01520 *

Je vidét, ze 1 po zohlednéni odlisného pfistupu k Zenam zlstava rozdil mezi cestovnimi
ttidami vyrazngj$i nez rozdil mezi dospélymi a détmi. Je zde ale tfeba poznamenat, Ze
tento efekt mize byt zpisoben Cist€¢ vyrazné mensi Sanci posadky na zachranu, nemusi
implikovat rozdilny pfistup k nejnizsi, tieti tiidé cestujicich. Po pfidani tohoto ¢lenu
muzeme velikost rozdilii samoziejme ovéfit:

> glm.tit.2<-update(glm.tit.l,.~.+Class:Survived)
> coef (glm.tit.2)

(Intercept) Class2nd
1.0773443 1.0807642
Class3rd ClassCrew
2.6682755 -17.7633987
SexFemale AgeAdult
-3.2645902 3.5553481
SurvivedYes Class2nd:SexFemale
-0.3531200 2.2723605
Class3rd:SexFemale ClassCrew:SexFemale
2.0339597 1.9973715
Class2nd:AgeAdult Class3rd:AgeAdult
-0.8292794 -1.2909842
ClassCrew:AgeAdult SexFemale:AgeAdult
19.6344319 1.4144652
SexFemale:SurvivedYes Class2nd:SurvivedYes
2.4213285 -0.9525972
Class3rd:SurvivedYes ClassCrew:SurvivedYes
-1.6582356 -0.8808128
Class2nd:SexFemale:AgeAdult Class3rd:SexFemale:AgeAdult
-2.1728838 -2.0068708
ClassCrew:SexFemale:AgeAdult
-4.9690878

Ve vystupu jsou tucné znazornény jediné z koeficientil, které ma smysl interpretovat.
Ostatni jen odpovidaji rozdilim v relativni Cetnosti piipadi pro jednotlivé kategorie
faktor, nebo pro jejich kombinace (proto jsou také nezbytnou soucasti nulového
loglinearniho modelu). Vidime, Ze zeny mély vyrazn¢ vyssi Sanci pfezit nez muzi,
nejvyssi Sanci prezit mély osoby z 1. tfidy (pro tu koeficient v modelu neni, nicméné
dalsi tfi implikuji rozdily pravé oproti této referencni tiid€), a Ze Sance na pieziti byla
nizsi pro 2. tfidu a jesté vice pro 3. tfidu, ve srovndni s posadkou. Vratime se jeste
k rozdilu mezi détmi a dospélymi, ktery skoroval az na tfetim miste:

> addl (glm.tit.2, .~.+Survived:Age, test="Chisq")
Single term additions

Model:
Freq ~ Class + Sex + Age + Survived + Class:Sex + Class:Age +
Sex:Age + Sex:Survived + Class:Survived + Class:Sex:Age
Df Deviance AIC LRT Pr (Chi)
<none> 131.418 300.820
Age:Survived 1 112.567 283.969 18.852 1.413e-05 ***
Signif. codes: 0 'x**' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 ' ' 1
>

I tento termin je tedy nakonec prikazny, preference déti pii zachrané pasazérti vynikla az
po zahrnuti ptedchozich dvou interak¢nich ¢lend.
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> glm.tit.3<-update(glm.tit.2, .~.+Survived:Age)

Uzitecnost interakci druhého fadu posoudime takto:

> addl (glm.tit.3, .~.+Survived: (Sex*Age*Class), test="Chisq")
Single term additions

Model:

Freq ~ Class + Sex + Age + Survived + Class:Sex + Class:Age +
Sex:Age + Sex:Survived + Class:Survived + Age:Survived +
Class:Sex:Age

Df Deviance AIC LRT Pr (Chi)

<none> 112.567 283.969

Sex:Age:Survived 1 94.548 267.950 18.018 2.188e-05 ***

Class:Sex:Survived 3 45.899 223.301 66.667 2.206e-14 ***

Class:Age:Survived 3 76.904 254.306 35.663 8.825e-08 ***

Opét je vidét, ze pokud uvazujeme o téchto interakcich jednotlive, ptidani kazdé z nich
by bylo vhodné (posuzovano jak testem ve sloupci Pr(Chi), tak hodnotou AIC
statistiky). Ale opét musime vzit v uvahu jejich kombinované efekty a vybirat je
postupné. Urcité zacneme Clenem Class:Sex:Survived, ktery odpovida hypotéze, ze vliv
pohlavi pasazéra na jeho preziti zavisel zCasti na tom, v jaké tiid¢ cestoval.

> glm.tit.4<-update(glm.tit.3,.~.+Class:Sex:Survived)

> addl (glm.tit.4, .~.+Survived: (Sex*Age*Class), test="Chisqg")
Single term additions

Model:

Freq ~ Class + Sex + Age + Survived + Class:Sex + Class:Age +
Sex:Age + Sex:Survived + Class:Survived + Age:Survived +
Class:Sex:Age + Class:Sex:Survived

Df Deviance AIC LRT Pr (Chi)
<none> 45.899 223.301
Sex:Age:Survived 1 37.263 216.665 8.637 0.003295 *~*
Class:Age:Survived 3 1.685 185.088 44.214 1.359e-09 **x*

a pokracujeme dale ...

> glm.tit.5<-update(glm.tit.4, .~.+Class:Age:Survived)
> addl (glm.tit.5, .~.+Survived: (Sex*Age*Class), test="Chisqg")
Single term additions

Model:

Freq ~ Class + Sex + Age + Survived + Class:Sex + Class:Age +
Sex:Age + Sex:Survived + Class:Survived + Age:Survived +
Class:Sex:Age + Class:Sex:Survived + Class:Age:Survived

Df Deviance AIC LRT Pr (Chi)

<none> 1.685 185.088

Sex:Age:Survived 1 4.239%9e-10 185.402 1.685 0.1942

Interakce mezi vékem, pohlavim a ptezitim (kterou by bylo napf. mozné interpretovat
tak, ze vétsi Sanci na preziti méla dévcata ve srovnani s chlapci) jiz prukazné neni!

. I r 14 ’ ’ . veivevr v . oo
Z toho mimo jiné vyplyva ", Ze nemd smysl se zabyvat nejslozitéj$i moznou interakci, tj.
Sex:Age:Class:Survived.

' Tedy alesponi pro nékteré lidi, zabyvajici se statistikou, protoze p¥istup k interakcim ve vztahu k hlavnim
efektiim a k interakcim niz§iho fadu se mezi nimi Casto lisi
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Budeme proto model gim.tit.5 povazovat za konecny. Nicméné, dosud jsme si ud¢lali jen
hrubou piedstavu, které faktory - ptipadné jejich interakce - souviseji s pravdépodobnosti
pfeziti, nicméné k vyuziti téchto vysledkl si musime ud¢lat také predstavu, v jaké mite
a v jakém sméru je tato pravdépodobnost ménéna. Nasledujici kucharka ukazuje postup,
kterym si vytvotime tabulku pravdépodobnosti pieziti

> tit.names<-lapply (tit[,-5], levels)
> tit.names

$Class

[1] "1st" "2nd" "3rd" "Crew"
$Sex

[1] "Male" "Female"

SAge

[1] "Child" "Adult"

$Survived

[1] "No" "Yes"

> tit.pm<-predict(glm.tit.5, expand.grid(tit.names),type="response")

Funkce expand.grid nam zajistila vytvoreni datového ramce s hodnotami vysvétlujicich
proménnych odpovidajicimi kazdé mozné kombinaci hladin faktorti, které jsou
definovany seznamem v proménné tit.names. Parametr type="response" byl zase nutny,
aby byly spouzitim GLM ptedpovidany pocty, nikoliv hodnoty na Skale linearniho
prediktoru (zadali jsme typ distribuce poisson, kterému odpovidd implicitni /og link
funkce).

> tit.pm<-matrix (tit.pm,ncol=2,byrow=F, dimnames=1list (NULL,tit.names[[4]]))

Ptedpovidané hodnoty jsme v ptfedchéazejicim piikazu pouze "ptetvarovali" do matice se
dvéma sloupci, a to tak, Zze pfedpovidané pocty osob pro hodnoty No a Yes faktoru
Survived jsou v matici (pro kazdou kombinaci zbyvajicich faktorti) umistény vedle sebe.

Posledni vypocetni krok, ktery ndm zbyva, je zménit absolutni pocty na relativni podily,
tj. predpovidané pravdépodobnosti. To zajistime vydéleni obou hodnot v kazdém tadku
matice fadkovym souctem (operator %*% predstavuje nasobeni dvou matic, resp.
v nasem piipad¢ matice tit.pm a vektoru /1 1]).

> tit.pr<-tit.pm/drop (tit.pm %*% rep(l,2))
> tit.pr

No Yes
[1,] 0.00000000 1.00000000
[2,] 0.00000000 1.00000000
[3,1 0.77916667 0.22083333
(4,1 NaN NaN
[5,]1 0.00000000 1.00000000
[6,] 0.00000000 1.00000000
[7,1 0.47096774 0.52903226

(8,1 NaN NaN
[9,] 0.67428571 0.32571429
[10,] 0.91666667 0.08333333
[11,] 0.83246753 0.16753247
[12,] 0.77726218 0.22273782
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[13,] 0.02777778 0.97222222
[14,] 0.13978495 0.86021505
[15,] 0.55393939 0.44606061
[16,] 0.13043478 0.86956522

Je docela ptirozené, ze vysledek déleni je NaN v tadcich 4 a 8, protoze tyto fadky
odpovidaji détem (obou pohlavi), které by cestovaly jako posadka. Nakonec jiz jen
pridame popisky radkt a piedpovidané pravdépodobnosti zpiehlednime zaokrouhlenim:

> tit.pr<-cbind(expand.grid(tit.names[-4]),prob=round (tit.pr,2))

> tit.pr

Class Sex Age prob.No prob.Yes
1 1st Male Child 0.00 1.00
2 2nd Male Child 0.00 1.00
3 3rd Male Child 0.78 0.22
4 Crew Male Child NaN NaN
5 l1st Female Child 0.00 1.00
6 2nd Female Child 0.00 1.00
7 3rd Female Child 0.47 0.53
8 Crew Female Child NaN NaN
9 1st Male Adult 0.67 0.33
10 2nd Male Adult 0.92 0.08
11 3rd Male Adult 0.83 0.17
12 Crew Male Adult 0.78 0.22
13 lst Female Adult 0.03 0.97
14 2nd Female Adult 0.14 0.86
15 3rd Female Adult 0.55 0.45
16 Crew Female Adult 0.13 0.87

Je videt, ze na pasazéry ve tieti tfidé nemélo pravidlo preference déti a Zen tak vyrazny
dopad...

Analyza velikosti a hmotnosti

Gamma distribuci pro nevysvétlenou variabilitu predpokladame hlavné pro vysvétlované
proménné predstavujici bud’ rizna méteni délky, Sitky, objemu ¢i hmotnosti, nebo také
pomeéry takovychto veli¢in. V této kapitole se zaméfime na prvy piipad, analyze poméra
se budeme vénovat v kapitole ndasledujici. Obecnou vlastnosti vysvétlovanych
proménnych, pro které gamma distribuci volime, je to, Ze hodnoty jsou striktné pozitivni
(tj. napt. organismy nemohou mit zapornou ani nulovou velikost ¢i hmotnost, nula by
znamenala chybéjici hodnotu, kterou v jazyce S zaznamenavame odlisné), a také to, ze
variabilita kolem ocekavané hodnoty s touto hodnotou roste, a to rychleji nez v piipadé
Poissonovy distribuce - s druhou mocninou oc¢ekavané hodnoty. V piipad¢ velikosti
a hmotnosti je vhodnou link funkci logaritmicka (log) funkce, ale je potieba védct, ze
implicitnim typem link funkce je zde tzv. inverzni funkce (tj. pfevracend hodnota
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linearniho prediktoru), ktera je vhodna v ptipad¢€ uziti gamma distribuce pro vysvétlovani
poméri (podilti) pozitivnich veli¢in. Proto v pfipadech, které probirame v této kapitole,
musime u gamma distribuce link funkci explicitné zadat (tj. jako
family=Gamma(link=log)).

Prikladova data budeme importovat z listu Leaves v XLS souboru s daty pro cviceni:

> leaves<-read.delim("clipboard")
> summary (leaves)
area length width distMW
Min. : 10.70 Min. : 5.00 Min. 2.000 Min. : 2.00
1st Qu.: 56.50 st Qu.:17.00 st Qu.: 6.000 l1st Qu.: 8.50
Median : 89.10 Median :22.00 Median : 7.000 Median :11.50
7
8

Mean : 91.03 Mean :21.17 Mean .167 Mean :11.95
3rd Qu.:112.15 3rd Qu.:25.00 3rd Qu.: .750 3rd Qu.:15.00
Max. :260.40 Max. :40.00 Max. :12.000 Max. :24.00

Kdyby byly listy obdélnikového tvaru, predpokladali bychom vztah typu:
area = length * width

Nicméné, zde métené listy jsou vejCité-eliptické s rizn€ protazenou Spickou, tj. s riznou
pozici mista nejvétsi Sitky na ose mezi bazi a Spickou listu (proménné distMW udéava tuto

Y7 v

charakteristiku, nicméné¢ jako absolutni vzdalenost mista nejvétsi Sitky od baze, v mm).

Obecnéjsim zpuisobem muze velikost listové plochy zaviset na dalSich parametrech (které
lze snadno zméftit bez zniceni listu) napf. takto:

area = b0*length” *width"**(distMW/length)”
a po zlogaritmovani obou stran dostavame:
log(area)=log(b0)+bl*log(length)+b2*log(width)+b3 *log(distMW/length)

V tomto okamziku je moznéd potiebné zdiiraznit, ze ndm jde o efektivni predpoveéd
plochy, ktera nemusi odpovidat n¢jaké geometrické teorii. V té bychom museli k vypoctu
plochy urcit€¢ pouzit jak délku, tak Sifku, nicméné pokud je mezi obéma veli¢inami
vyrazngj$i korelace, miizeme preferovat model, ktery naptiklad pracuje jen s délkou. Je
proto vhodné zvolit slozitost modelu metodou postupného vybéru. V piipadé
loglinedrniho modelu v pifedchozi sekci jsme model vybirali ruéné, zde ale mizeme
pouzit ¢astecné automatizovanou funkci step. Nejprve ale nafitujeme nulovy model:

> glm.leaves.0<-glm(area~+1, family=Gamma (link=1log) ,data=leaves)

Za povsimnuti stoji, ze na rozdil od vyse uvedeného logaritmizovaného vztahu zde funkci
log pro proménnou area nepouzivame — jeji uziti vyplyva ze zvolené link funkce.
Postupny vybér provedeme tak, ze funkci step zadame jednak vychozi (nulovy) model,
jednak rozsah slozitosti modeld, ze kterych mize vybirat (tj. seznam vSech moZnych
¢lentl, které mtize model obsahovat), pomoci parametru scope:

> glm.leaves<-step(glm.leaves.0, scope=~log(length)+log (width) +

+ log(distMW/length))
Start: AIC= 448.39

area ~ +1

Df Deviance AIC
+ log(length) 1 3.48 413.96
+ log(width) 1 4.39 416.59
<none> 16.08 448.39
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+ log(distMW/length) 1 15.90

Step: AIC= 384.02
area ~ log(length)

Df Deviance

+ log(width) 1 1.25
<none> 3.48
+ log(distMW/length) 1 3.47
- log(length) 1 16.08

Step: AIC= 342.81
area ~ log(length) + log(width)

Df Deviance

<none> 1.25
+ log(distMW/length) 1 1.22
- log(width) 1 3.48
- log(length) 1 4.39

Zacatek kazdé casti vystupu funkce step jsem zvyraznil tuénym pismem. V Casti
zacCinajici slovem Start testuje step mozné jednoduché zmény stavajiciho modelu (pridani
jedné z vysvétlujicich proménnych, resp. ponechani beze zmény). Tyto Ctyfi varianty jsou
sefazeny podle rostouci hodnoty AIC, a tedy nejlep$i moznost (kterou funkce step
nasledn¢ také zvoli) je prvni v potadi. V prvém kroku je proto nejprve ptidan logaritmus
délky listu jako vysvétlujici proménnda, v druhém pak logaritmus Sitky, a v poslednich
kroku dospéje step k zavéru, ze zadné dalsi vylepSeni modelu neni mozné (méfeno
pomoci AIC), tedy ze pokles residudlni deviance po ptidani ¢lenu log(distMW/length)
neni dostatecné velky vzhledem ke zvysSené slozitosti modelu. Vysledny model jsme
ulozili do objektu s ndzvem gim.leaves a z n¢j mizeme dostat i informaci o hodnotach

regresnich koeficienti:

> summary (glm.leaves)

Call:

glm(formula = area ~ log(length)
data = leaves)

Deviance Residuals:
Min 10 Median

-0.50565 -0.10420 -0.01785 0.

Coefficients:

449.88

AIC
362.86
384.02
385.89
513.18

AIC
342.81
343.70
411.76
440.77

+ log(width),

30
10152

Estimate Std. Error t value

(Intercept) 0.13210 0.17979
log(length) 0.83109 0.08352
log (width) 0.90945 0.10894

0.735
9.951
8.348

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01

(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.03135264)

Null deviance: 16.0754 on 41
Residual deviance: 1.2544 on 39

AIC: 342.81

degrees of freedom
degrees of freedom

Number of Fisher Scoring iterations: 4

Rovnice pouzitelnd pro odhad plochy listu z jeho délky a maximalni Sitky ma tedy tuto

podobu:

area = 1.14122*length”*"" *width"*"”*
pti¢emz hodnotu /.7/4122 jsem ziskal jako exp(0.13210).
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Kvalitu vysledného modelu mizeme c¢iselné vyjadrit na zaklad¢ deviance nulového
modelu a residualni deviance, obdobn¢ jako u koeficientu determinace:

> (16.0754-1.2544)/16.0754
[1] 0.9219677

a muzeme tedy fict, Ze na§ model uzivajici Sitku a délku vysvétli asi 92% variability
v hodnotach listové plochy. Graficky mizeme kvalitu modelu prozkoumat naptiklad
vynesenim piedpovidanych hodnot plochy proti skute¢nym, spolu s referen¢ni ptimkou
(odpovidajici shodé mezi pozorovanymi a ptedpovidanymi hodnotami):

> plot (predict (glm.leaves, type="response") ~leavesS$Sarea,

+ xlim=c (0,250),ylim=c(0,250))
> lines(c(0,250),c(0,250))

150 200 250
1 1 1

predict(glm.leaves, type = "response”)
100
1

T I T T T I
0 50 100 150 200 250

leaves$area

Obr. 12

Z obrazku je nejen vidét, ze se variabilita skute¢nych hodnot zvétSuje s rostouci hodnotou
predpovidané plochy (to je ovsem u proménné s gamma distribuci docela vpotradku), ale
e na§ model nepracuje piili§ dobfe pro nejvétsi listy (s plochou nad 250 mm?), jejichZ
plocha je modelem vyrazné podcenéna (alespont pokud Ize soudit ze dvou existujicich
pozorovani).

Zobrazeni modelu se dvéma prediktory

Pravé nafitovany model popisujici zavislost velikosti listové plochy na délce a Sifce listu
nam umoziuje ozkouSet si zplsob grafického znadzornéni hodnot, které pro
vysvétlovanou proménnou regresni model predpovidéa pro rizné kombinace hodnot dvou
vysvétlujicich proménnych. Se dvéma vysvétlujicimi proménnymi (prediktory) mtizeme
bud’ vynést v trojrozmérné podob¢ nafitovany odezvovy povrch (response surface) nebo

50



stejnou informaci pievést do vrstevnicového diagramu (contour plot). Postup je pro obé
varianty shodny, az na posledni krok.

Nejprve si ujasnime rozsah hodnot prediktorti, pro které chceme hodnoty vysvétlované
proménné zobrazit:

> summary (leaves)

area length width distMW
Min. : 10.70 Min. : 5.00 Min. 2.000 Min. : 2.00
1st Qu.: 56.50 st Qu.:17.00 st Qu.: 6.000 l1st Qu.: 8.50
Median : 89.10 Median :22.00 Median 7.000 Median :11.50
Mean : 91.03 Mean :21.17 Mean 7.167 Mean :11.95
3rd Qu.:112.15 3rd Qu.:25.00 3rd Qu.: 8.750 3rd Qu.:15.00
Max. :260.40 Max. :40.00 Max. :12.000 Max. :24.00

Rozsah délky listl, na kterych byl model fitovan, je od 5 to 40 mm, rozsah Sifek od 2 do
12 mm. Potfebujeme nyni definovat nejen limity tohoto rozsahu, ale i pocet krokt, na
které budou tyto rozsahy rozdéleny — to ovliviiuje piedevSim presnost grafického
zobrazeni vysledného modelu. V piipadé délky vystacime s krokem 1 mm (budeme mit
tedy 36 hodnot pro length: 5, 6, ..., 40), v ptipadé $itky listu krok radé¢ji zmensime na 0.5
mm, abychom dosahli rozumnou ptesnost (21 krokit).

Takto definované hodnoty si uloZime do seznamu, s ndzvy odpovidajicimi proménnym
v ptivodnim datovém ramci leaves:

> leaves.pred<-list(length=5:40,width=seqg(2,12,by=0.5))
> leaves.pred
$length
[1] 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
[24] 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Swidth
[1] 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0 8.5
[15] 9.0 9.5 10.0 10.5 11.0 11.5 12.0

Nyni vytvoiime novy datovy ramec, ve kterém budou jednotliva "pozorovani" (piipady)
pfedstavovat vSechny mozné kombinace hodnot dvou proménnych ze seznamu
leaves.pred. Pro takovéto hodnoty pak budeme piedpovidat hodnotu listové plochy
pomoci naseho modelu. Bude to tedy celkem 36*21 = 756 hodnot.

> leaves.grid<-expand.grid(leaves.pred)

> dim(leaves.grid)
[1] 756 2

Ted tedy mame hodnoty prediktor ve spravném formatu, abychom mohli pouzit funkci
predict pro vypocet hodnot vysvétlované proménné nikoliv z dat pouzitych pfi fitovani
(jako jsme to délali diive), ale z téchto novych "dat". Soucasné si nechame vypocitat
1 standardni chyby téchto odhadu:

_n

> leaves.area<-predict (glm.leaves, leaves.grid, type="response",se.fit=T)
> names (leaves.area)
[11 "fit" "se.fit" "residual.scale"
> summary (leaves.area)
Length Class Mode

fit 756 -none- numeric
se.fit 756 -none- numeric
residual.scale 1 -none- numeric

Nas budou zajimat dvé prvni ¢asti vysledku, ktery funkce predict vratila. Pokud bychom
nepozadovali vypocet standardnich chyb, funkce predict by vrétila jen vektor
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s fitovanymi hodnotami, o délce 756. Zacnéme nejprve s vektorem fit, ktery pridame do
datového ramce leaves.grid:

> leaves.grid$area<-leaves.area$fit
Obdobn¢ mizeme ptidat i standardni chybu pro jednotlivé ptedpovédi:

> leaves.grid$area.se<-leaves.area$se.fit

Obrazek s fitovanym modelem si vyneseme pomoci funkce contourplot, ktera je soucasti
balicku lattice (ten se jmenuje v programu S-Plus trellis):

> library(lattice)
> contourplot (area~length*width,data=leaves.grid, cuts=30)

Vysledek je tady:

N

10 4 ~

8 L
. L
‘\\ |
: T T T

10 0 ]

length

width

Obr. 13

Trojrozmérny diagram s regresnim povrchem lze vytvofit podobné snadno, jen zaménou
nazvu funkce:

> wireframe (area~length*width, data=leaves.grid,drape=T)

52



e 250

r 200

r 150

area

r 100

Obr. 14
Na zav¢ér, jiz bez obrazku, ukazu, jak vynést standardni chyby (nespolehlivosti) odhadu:

> contourplot (area.se~length*width,data=leaves.grid, cuts=12)

Pro vypocet konfidencni oblasti (napt. 95%) bychom ale museli tyto chyby zkombinovat
ve vzorecku, tj. naptiklad dolni hranici 95%-niho intervalu bychom vypocetli takto:

leaves.grid$Sarea-qt (0.975,39) *leaves.gridSarea.se

kde 39 je pocet residualnich stupnii volnosti nafitovaného GLM.
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3 Zobecnéné linearni modely (GLM) — podily

Motivacni priklad

Tento ptiklad je prevzaty z Venables & Ripley (2002). Byla zkouména toxicita
pyrethroidniho insekticidu pro mury druhu Heliothis virescens. Vzdy dvacet samcu
a dvacet samic bylo vystaveno jednotlivym koncentracim insekticidu (1 pg, 2 pg, 4 pg,
8 ug, 16 pg, 32 pg) a po tiech dnech expozice byli spocitdni uhynuli jedinci. Vysledkem
jsou tyto pocty mrtvych jedinct:

Davka [pg]

Pohlavi 1 2 4 8 16 32
Samci 1 4 9 13 18 20
Samice 0 2 6 10 12 16

Budeme modelovat zavislost mortality (pravdépodobnost imrti jedince) na koncentraci
insekticidu a na pohlavi, a také zkoumat, zda je mezi t€mito dvéma proménnymi
interakce (tj. zda reakce na odlisSné koncentrace zavisi na pohlavi). Také bychom radi
urcili davku, pfi které zemie polovina jedinct (tzv. LD50 statistika).

> budworm<-data.frame (ldose=rep(0:5,2),sex=factor (rep(c("M","F"),c(6,6))),

+ numdead=c(1,4,9,13,18,20,0,2,6,10,12,16))

> budworm
ldose sex numdead

1 0 M 1
2 1 M 4
3 2 M 9
4 3 M 13
5 4 M 18
6 5 M 20
7 0 F 0
8 1 F 2
9 2 F 6
10 3 F 10
11 4 F 12
12 5 F 16

>

Davky insekticidu byly zvoleny jako mocniny dvou (tj. kazda je dvojnasobkem davky
pfedchozi) a protoze také predpokladame ndsobny (multiplikativni) efekt davky, je
vyhodné pouzivat jako vysvétlujici proménnou logaritmus se zakladem dvé. Tomu
odpovida proménna ldose. Kazda dvacitka jedinct, ktefi sdileli stejné experimentalni
podminky (byli uzavieni ve spole¢ném prostoru), piedstavuje jedno nezavislé opakovani
a proto ji odpovida jedna tfadka v datech. Hodnoty v podobé "pocet jevi" (v tomto
ptipad€ smrt) z "celkového poctu moznych" (v téchto datech vzdy 20) mohou byt dobie
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popsany tzv. binomickou distribuci, alespon pokud je pravdépodobnost tmrti pro
kazdého jedince nezavisla (tj. neni ovlivnéna tim, zda jini jedinci zemfou nebo preziji)'’.
V ptipadé zavislosti mezi jednotlivymi piipady dochazi k odchylkam od binomické
distribuce (které se mohou projevovat napiiklad tak, Ze jedinci umiraji, prezivaji nebo
jsou infikovani v prostorové shlouc¢enych skupindch), které se nejcastéji projevuji veétsi
variabilitou pozorovani, nez bychom ocekavali u binomické distribuce (takzvana
overdispersion, viz déale v této kapitole). Pro binomickou distribuci by mélo platit, ze
variabilita v poctu jedinct, u kterych dany jev nastal (napt. zemieli) je rovna n;*p*(1-p),
kde p je pravdépodobnost jevu a n; je po€et pokusnych piipadi pro i-tou skupinu.

Jinym ptikladem pro data s binomickou distribuci mohou byt semena umisténa v Petriho
miskach, u kterych sledujeme za riznych podminek, kolik z nich vykli¢i (tj. jakou maji
kli¢ivost). Ani v tomto ptipadé nemusi byt pocty ve jmenovateli (tj. celkovy pocet
jedinct pro danou fadku) shodné, ale je vyhodné, pokud jsou.

Vysvétlovana proménna s binomickou distribuci

Vzhledem k tomu, Ze kazdé pozorovani (skupina jedincil) je v piipad¢ dat s binomickou
distribuci charakterizovano dvéma hodnotami, musime vysvétlovanou proménnou
zadavat pomoci dvou vektorti. Funkce g/m ndm nabizi dva zptsoby:
> glm.bw.1l<-glm(cbind (numdead, 20-numdead) ~sex*1dose,
+ data=budworm, family=binomial)
> glm.bw.1lx<-glm(numdead/20~sex*1ldose, data=budworm,
+ family=binomial,weights=rep (20,12))
> coef (glm.bw.1)
(Intercept) sexM ldose sexM:1ldose
-2.9935418 0.1749868 0.9060364 0.3529130
> coef (glm.bw.1x)
(Intercept) sexM ldose sexM:1ldose
-2.9935418 0.1749868 0.9060364 0.3529130

V prvni varianté (model g/m.bw.1) zadavame vysvétlovanou proménnou jako matici se
dvéma sloupci (vytvotime pomoci funkce chind). Prvni sloupec udava pocet ptipada, kdy
jev nastal, zatimco druhy udava pocet ptipadi, u kterych jev nenastal. Tedy pozor, druhy
sloupec neudava celkovy pocet jedinct!

V druhé varianté¢ (model gim.bw.Ix) zaddvame jako vysvétlovanou proménnou podil
pfipadu z celkového poctu pokusnych objektt (tj. ¢islo mezi 0 a 1), ale pomoci parametru
weights (ktery je jinak u regresnich modelt pouzivan pro ureni a priori vah pro
jednotliva pozorovani) zaddme celkovy pocet piipadl, ze kterych byly podily spocitany.
V naSem pftipadé¢ je to vzdy 20 jedincu, ale nemusi tomu tak byt vzdy.

Pomoci funkce coef jsme si ovérili shodu vysledkli pro oba postupy, ale méli bychom si
prostudovat smysluplnost vlastniho modelu (budeme pracovat napi. s prvni variantou
jeho fitovani):

> summary (glm.bw.1)

Coefficients:

15 Kdyz uz jsme u této kategorie "krutych piiklada", tak pokud by napf. spoleéné uzaviena pokusna zvitata
soutézila o potravu nebo vzduch, nebylo by jejich preziti resp. nepfeziti vzajemné nezavislé.
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Estimate Std. Error z wvalue Pr(>|z]|)

(Intercept) -2.9935 0.5527 -5.416 6.09e-08 ***
sexM 0.1750 0.7783 0.225 0.822
ldose 0.9060 0.1671 5.422 5.89e-08 **x*
sexM:1ldose 0.3529 0.2700 1.307 0.191

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
Null deviance: 124.8756 on 11 degrees of freedom

Residual deviance: 4.9937 on 8 degrees of freedom

AIC: 43.104

Number of Fisher Scoring iterations: 4

Nejvyrazngjsi je zavislost mortality na davce insekticidu, coz neptekvapi. Nicméng, dalsi
dva ¢leny — interakce mezi pohlavim a davkou a také hlavni efekt pohlavi — se nezdaji byt
prilkazné. Zatnéme od interakce'®. Jeji vyznam bychom méli zhodnotit v piipads
binomické distribuce pomoci testu zaloZeného na x> statistice. Za platnosti nulové
hypotézy (v tomto piipadé se tyké interakéniho efektu) by z y* distribuce mé&la pochazet
hodnota pfedstavujici zvySeni deviance pii vynechani interakéniho c¢lenu (tedy také
snizeni deviance pii jeho pfidani).

> anova (glm.bw.1l, test="Chisqg")

Analysis of Deviance Table

Model: binomial, link: logit
Response: cbind(numdead, 20 - numdead)

Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev P(>|Chi])

NULL 11 124.876

sex 1 6.077 10 118.799 0.014
ldose 1 112.042 9 6.757 3.499%e-26
sex:1ldose 1 1.763 8 4.994 0.184

Rychlost zvySovani mortality s rostouci davkou se tedy prikazné neliSi mezi samci
a samicemi (p=0.184). Hlavni efekt pohlavi ale je, z pohledu testu zaloZzeného na x2
statistice, prikazny. Pro spravné posouzeni vlivu pohlavi je ale tieba nejprve odstranit
interakci a vysledny model porovnat s modelem, ve kterém chybi i hlavni efekt pohlavi:

> glm.bw.2<-update (glm.bw.1l, .~.-sex:1ldose) # remove interaction term

> glm.bw.3<-update (glm.bw.2, .~.-sex) # and remove main effect of sex

> anova (glm.bw.3,glm.bw.2, test="Chisqg")
Analysis of Deviance Table

Model 1: cbind(numdead, 20 - numdead) ~ ldose

Model 2: cbind(numdead, 20 - numdead) ~ sex + ldose
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance P (>|Chi])

1 10 16.9840

2 9 6.7571 1 10.2270 0.0014

Je vidét, ze rozdil mezi samci a samicemi je docela vyrazny.

' To je obvykly piistup: interakce jsou jakousi nadstavbou nad hlavnimi efekty, které spolu interaguji,
proto pfi zjednodusovani modelu sdhneme nejprve k moznosti odstranéni interakce (interakci).
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Zobrazeni modelu

Zustaneme proto u modelu g/m.bw.2 a vyneseme si do grafu jeho pribéh:

> plot(c(1,32),c(0,1),type="n",xlab="dose",ylab="prob", log="x")

> text (2”budworm$ldose, budworm$numdead/20, labels=as.character (budworm$sex) )
Prvni ptikaz (volajici funkci plot s typem obsahu "n") vytvoii prazdny diagram, ale
s definovanym rozsahem a $kalovanim os (horizontalni osa ma logaritmické skalovani)
ataké s definovanymi popiskami pro ob€ osy. Druhy piikaz vyndsi podily mrtvych
jedincd, a to pomoci pismen odpovidajicich jejich pohlavi. Nyni vyneseme vlastni
fitovany model, ktery je vzhledem k pfitomnosti ¢lenu, ktery rozliSuje mezi samci
a samicemi, predstavovan dvéma paralelnimi'’ k¥ivkami.

> 1d<-seq(0,5,0.1) # binary log of dose

> lines(271d, predict( glm.bw.2, # predict values for males and plot as line
+ data.frame( ldose=1ld,sex=factor (rep("M", length(1d)),

+ levels=levels (budwormS$Ssex))),
+ type="response"), col="blue")

> lines(2”1d,predict (glm.bw.2, # predict values for females and plot them
+ data.frame (ldose=1d, sex=factor (rep ("F", length(1d)),

+ levels=levels (budwormS$Ssex))),
+ type="response"), col="red",lty=2)

Odsazeni jednotlivych pokracovacich tadek neni povinné, ma za cil pouze vétsi
prehlednost ptikazii. Funkce lines vynasi predpovidané hodnoty, piicemze funkci predict
pfedavame nékolik parametrt: fitovany model, hodnoty prediktorti, pro které chceme
pfedpovidané hodnoty ziskat, a dale parametr #ype, ktery udava, ze vracené hodnoty maji
byt na skale vysvétlované proménné (response), tj. v nasem piikladu pravdépodobnosti
mezi 0 a 1. Vysledny diagram je v Obr. 15.

7 Tyto kiivky jsou "paralelni" na $kale linearniho prediktoru, na §kale pravdépodobnosti se absolutni
vzdalenosti mezi kiivkami méni (jsou nejvétsi pro pravdépodobnost 0.5).
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Obr. 15

M¢li bychom se jesté ujistit, Ze je zvySovani mortality s rostouci logaritmovanou davkou
insekticidu opravdu linearni na skale prediktoru. Nejbliz§im slozitéjSim zptisobem popisu
této zavislosti je polynom druhého stupné:

> glm.bw.4<-update (glm.bw.2, .~sex+poly(ldose,2))

> anova (glm.bw.2,glm.bw.4, test="Chisqg")
Analysis of Deviance Table

Model 1: cbind(numdead, 20 - numdead) ~ sex + ldose

Model 2: cbind(numdead, 20 - numdead) ~ sex + poly(ldose, 2)
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance P (>|Chi])

1 9 6.7571

2 8 5.8505 1 0.9065 0.3410

Model glm.bw.4 tedy neni lepsi nez nas puvodni model, pokles deviance o 0.9065
neodpovida pritkkaznému efektu.

Vypocet LD50

Zbyva nam uréit LD50, tj. odhad davky, ktera je letalni pro 50% jedincti'®. Zakladni
vypocet neni slozity. Pokud je vztah linearni, tj. plati, ze

lJiﬂ = b0-+-b1*x

'8 Nebo, fe¢eno vice "statisticky", davku, pro kterou je pfedpovidana pravdépodobnost umrti rovna 0.5.
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kde L(p) je link funkce, v nasem ptipadé logit, pak je hodnota prediktoru x definovana
pro pravdépodobnost p jako

L(p)—b,
bl
pficemz pro ndmi pozadovanou hodnotu p=0.5 je logit funkce rovna 0 (a mensi nez 0 pro

p<0.5 a pozitivni pro p>0.5). Hodnotu logaritmované davky pro samice tedy spocteme
snadno:

> coef (glm.bw.2)

(Intercept) sexM ldose
-3.473155 1.100743 1.064214

> - (-3.473155)/1.064214

[1] 3.263587

a davka v pg je pak rovna (umocnéni se zakladem 2 je inverzni k binarnimu logaritmu)

> 273.263587
[1] 9.603678

Pro samce musime hodnotu absolutniho ¢lenu by zvétsit o hodnotu koeficientu pro sexM:

-(-3.473155+1.100743)/1.064214
] 2.229262
272.229262
] 4.688941

>
[1

>
[1

v

Vidime, ze samci jsou na insekticid vyrazné citlivéjsi, hodnota LD50 je pro né poloviéni.
Pokud chceme spocitat LD50 s konfiden¢nim intervalem, resp. chceme spocitat naptiklad
LD25 nebo LD75, vypocty jiz nejsou tak jednoduché. Package MASS nabizi funkci
dose.p, ktera provadi vypocet nejen LDnn, ale i standardni chyby pfislusného odhadu,
a pokud predpokladame, ze tento odhad ma normalni distribuci, mizeme se ze standartni
chyby dobrat i konfiden¢niho intervalu. Nicméné, funkce dose.p ptredpoklada, ze pro nasi
linearni zévislost mame vzdy dvojici koeficientll, takze misto sCitdni dvou koeficientl pro
samce musime na§ model zménit, abychom méli jeden absolutni ¢len pro samice a jeden
pro samce:

> glm.bw.2x<-update (glm.bw.2, .~sex+1ldose-1)

> coef (glm.bw.2x)

sexF sexM ldose
-3.473155 -2.372412 1.064214

Ctenate upozoriuji, ze modely glm.bw.2 a glm.bw.2x jsou vpodstaté shodné (objasni
stejné mnozstvi variability, vedou ke stejnym kiivkam zdvislosti), ale jejich parametry
jsou odlisné definovany (modely jsou odlisné "parametrizované"). Pro vypocet
pravdépodobnosti umrti pouzivime pro samice prvni a tieti koeficient, pro samce druhy
a tieti. Tomu pak odpovida volani funkce dose.p. Pro samice tedy ur¢ime LD25, LD50
aLD75, spolu se standardnimi chybami odhadi, takto (parametr cf udava, které
koeficienty v zadaném modelu pouzit):
> library (MASS)
> dose.p(glm.bw.2x,cf=c(1,3),p=c(0.25,0.5,0.75))

Dose SE
0.25: 2.231265 0.2499089

0.50: 3.263587 0.2297539
0.75: 4.295910 0.2746874

' ‘T 'O
I
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a pro samce takto:

> dose.p(glm.bw.2x,cf=c(2,3),p=c(0.25,0.5,0.75))
Dose SE

p = 0.25: 1.196939 0.2635100

P 0.50: 2.229262 0.2259649

p = 0.75: 3.261585 0.2549838

Funkce dose.p muze byt, mimo jiné, pouzita i v piipadé, ze bychom zvolili jiny typ link
funkce'’. Je to proto, ze funkce dose.p extrahuje typ distribuce z objektu, ktery nam
vratila funkce glm, ato pomoci funkce family. Ta op€t vraci objekt, tentokrat
predstavujici kombinaci distribuce nevysvétlené variability (binomial v nasem ptipad¢€)
se zvolenou (v nasem piipad¢ implicitn€) link funkci. Link funkci lze z tohoto objektu
extrahovat odkazanim na jeho slozku, nazvanou [linkfun. Postup si mizeme ozkouset
1 sami, bude se nam jist¢ nékdy hodit:
> family (glm.bw.2x)
Family: binomial
Link function: logit
Objekt vraceny funkci family ma preddefinovany zpisob, jakym se zobrazuje, takze nam
utaji vétSinou svych detaild. Vice informaci ziskdme pomoci funkce names, ktera ze
seznamu (kterym objekt je) extrahuje jména vSech obsazenych slozek (proménnych):
> names (family (glm.bw.2x))

[1] "family" "link" "linkfun" "linkinv" "variance"

[6] "dev.resids" "aic" "mu.eta" "initialize" "validmu"
[11] "valideta"

Mnoh¢é z téchto polozek jsou funkcemi a slouzi pfi vlastnim fitovani GLM nebo pfi
nasledné praci s modelem. Definice link funkce je v polozce linkfun, zatimco link
obsahuje jen nazev této funkce. Definice inverzni link funkce (pievadi hodnoty linearniho
prediktoru na Skalu vysvétlovanné proménné, v nasem piipadé tedy na Skalu
pravdépodobnosti) je v polozce linkinv.

> family (glm.bw.2x)$linkfun (0.5)

£liaﬁily(glm.bw.2x)$linkfun(0.25)

[1] -1.098612

> family (glm.bw.2x)$linkinv (-2)
[1] 0.1192029

Nadmeérna variabilita

U modelti s pfedpokladanou binomickou distribuci nevysvétlené variability se Casto
objevuje tzv. nadmérna variabilita (overdispersion). Jde o situaci, ve které je variabilita
pozorovani kolem pfedpovidané hodnoty vétsi, nez by odpovidalo binomické distribuci.
Jak rozpozname piipad nadmérné variability a jakym zpisobem ji zohlednime, si
ukézeme na piikladu vysledkli experimentu, ve kterém byli jedinci dvou druhti vifnik
odstted’'ovani v médiich s riznou hustotou. Pocet jedinci, kteti pfesli do supernatantu,
a celkovy pocet jedincti v daném piipad¢€ spolecné piedstavuji vysvétlovanou proménnou,

19 v pipad& binomické distribuce lze zvolit napk. také probit, cloglog i dali, viechny tyto funkce mapuiji
rozsah hodnot pravdépodobnosti (0-1) na rozsah realnych éisel.
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hustota média a druhova identita jsou dva prediktory. Data importujeme z excelovského
souboru ptikladovych dat ptes schranku:

> rotif<-read.delim("clipboard")
> summary (rotif)

species density y n
KeraCoch:20 Min. :1.019 Min. : 7.00 Min. : 14.00
PolyMajo:20 1st Qu.:1.030 st Qu.: 12.50 st Qu.: 47.25

Median :1.045 Median : 22.00 Median : 75.00
Mean :1.045 Mean : 47.02 Mean :109.13
3rd Qu.:1.060 3rd Qu.: 40.50 3rd Qu.:160.25
Max. :1.070 Max. :488.00 Max. :492.00

Zékladni model s aditivnimi efekty druhu a hustoty média nafitujeme takto:

> glm.rot.1l<-glm(cbind(y,n-y)~species+tdensity, family=binomial,data=rotif)

Prvni, orienta¢ni pfedstavu o nadmérné variabilit€¢ mizeme ziskat z porovnani residudlni
deviance s poc¢tem residualnich stupiii volnosti. K jejich zobrazeni miizeme pouzit funkci
summary (ale i anova):

> summary (glm.rot.1)

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept) -113.17779 3.20304 -35.34 <2e-16 ***
speciesPolyMajo 1.42168 0.09816 14.48 <2e-16 **x*
density 107.62275 3.06254 35.14 <2e-16 ***

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 3180.99 on 39 degrees of freedom
Residual deviance: 434.25 on 37 degrees of freedom
AIC: 594.8
Number of Fisher Scoring iterations: 5

V piipad¢ binomické distribuce (a podobné to plati i pro Poissonovu distribuci) by méla
byt hodnota residudlni deviance zhruba rovna residualnimu poctu stupiii volnosti. Pokud
model ptfedpovida hodnoty vysvétlované proménné Spatné (napt. nulovy model nebo
model s prediktory, jejichz vliv je neprikazny) a nebo pokud z n¢jakych vnéjsich pficin
nejsou nezavislé jednotky, které se v ramci binomické distribuce scitaji (napf. jedinci
vifnik v naSem ptipad¢), byva hodnota residudlni deviance vyrazné vétsi nez residualni
DF. Pomér residudlni deviance a residualnich DF (napt. 434.25/37 = 11.74 v naSem
ptiklad¢) pak odpovida odhadu tzv. dispersniho parametru ¢.

Pokud je tento dispersni parametr vyrazné odliSny od jednicky (viz téz varovna
poznamka ve vystupu z funkce summary), testy zalozené na predpokladu y* distribuce
hodnot vysvétlené deviance (tak jak jsme je vySe provadeli pomoci funkce anova
s parametrem test="Chisq") ani testy zalozené¢ na Waldov¢ statistice (z hodnoty
a nasledujici signifikance ve vySe uvedené tabulce koeficientil) nejsou spravné. Jsou totiz
prilis "optimistické", podcenuji pravdépodobnost chyby I. druhu. Naptiklad pro Waldovu
statistiku, ktera se pocitd vydélenim odhadu regresniho koeficientu standardni chybou
(standard error) tohoto odhadu, plati, Ze v pfipadé¢ nadmérné variability je jeji hodnota

zhruba \/Z -krat vEtsi, nez by méla byt, protoze odmocnina z dispersniho parametru je
koeficient, kterym se musi ndsobit uvedené standardni chyby odhadii. Mimochodem, také
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AIC statistika je zkreslena, protoze ¢len zohlediujici slozitost modelu by mél byt spravné
roven nikoliv 2*p, jak jsme si diive uvadéli, ale 2*¢*p.

Ackoliv ndm pomér residudlni variance a residualnich DF muze poslouzit jako prvni
indikator nadmérné variability (overdispersion) ve vét§iné€ piipadu (snad s vyjimkou dat
s Bernoulliho distribuci — viz dal$i sekce), v ptipadé jeji detekce musime pouzit odliSny
zpisob prace se zobecnénymi linedrnimi modely. Pouzijeme typ GLM, jehoz odhad je
zalozeny na tzv. piiblizné (zdanlivé) vérohodnosti®® (quasi-likelihood). Program R
podporuje tento ty p modelti, které 1ze fitovat bud’ velmi obecnym zplisobem (ve kterém
nezaddvame konkrétni typ distribuce, jenom link funkci a funkci popisujici vztah mezi
varianci a ocekavanou hodnotu vysvétlované proménné) nebo za pomoci dvou
specializovanych "distribuci", quasipoisson a quasibinomial. V obou piipadech jde
o obdoby "klasickych" distribu¢nich predpokladi (tedy Poissonovy resp. binomické
distribuce), u kterych je ale také odhadovana hodnota dispersniho parametru (a to jinou,
presnéjsi metodou nez jako pomér residualni deviance a poctu stupii volnosti).

> glm.rot.2<-update (glm.rot.1l, family=quasibinomial)
> summary (glm.rot.2)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -113.1778 11.7583 =9.625 1.29%9e-11 ***
speciesPolyMajo 1.4217 0.3603 3.945 0.000342 ***
density 107.6227 11.2425 9.573 1.49e-11 ***

(Dispersion parameter for quasibinomial family taken to be 13.47605)

Null deviance: 3180.99 on 39 degrees of freedom
Residual deviance: 434.25 on 37 degrees of freedom

AIC: NA
Number of Fisher Scoring iterations: 5

Vsimnéme si ve vystupu, ze jednak poklesly hodnoty signifikanci u dil¢ich testi
regresnich koeficientli, dale ze odhad dispersniho parametru se dosti 1isi od jednoduchého
odhadu, ktery jsme vypocetli vyse, a také toho, ze funkce summary nepocita hodnotu
AIC. Je to proto, Ze autofi tohoto software nepovazuji (na rozdil od Chambers & Hastie,
1992) za spravné pocitat AIC (které vychdzi z modelu maximalni vérohodnosti) v ptipadé
fitovani pomoci zdanlivé vérohodnosti. Pokud toto omezeni chceme obejit, je asi nejlepsi
pouzit funkci anova, s parametrem fype="Cp", protoze Cp (Mallows-ova) statistika je
obdobou AIC pro linearni model a v ptipadé GLM je jeji hodnota velmi blizka AIC?'.

Pokud ovsem pfii vybéru modelu chceme zistat u klasického pfistupu statistické inference
(tj. porovnavani modelt na zéklad¢ testovani hypotéz, nikoliv podle jejich parsimony), je
tteba v pfipad¢ nadmérné variability prejit k testim zalozenym na F statistice, nikoliv na
x? distribuci:

> anova (glm.rot.2,test="F")

Analysis of Deviance Table
Model: quasibinomial, link: logit

% 0d klasické metody maximalni vérohodnosti se 1ii v tom, Ze pfedpokladana distribuce nevysvétlené
variability neni zcela a priori dand, jeden nebo vice jejich parametrii odhadujeme pfi fitovani modelu.

! Chambers & Hastie 1992 dokonce implikuji (p. 235), Ze potadi modelii zalozené na hodnoté Cp statistiky
bude shodné s pofadim zalozenym na AIC.
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Response: cbind(y, n - vy)

Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev F Pr (>F)
NULL 39 3181.0
species 1 558.4 38 2622.6 41.439 1.610e-07 ***
density 1 2188.3 37 434.3 162.385 4.211e-15 ***

Bernoulliho distribuce

Bernoulliho distribuce je extrémnim typem binomické distribuce, pro ktery je "pocet
zkoumanych ptipadd" (pokust) pro kazdé nezéavislé pozorovani roven jedné, takze
vysvétlovana proménnd ma pro kazdé pozorovani hodnotu bud’ 0 nebo 1: jedinec nepiezil
nebo prezil, v této sezoné se rozmnozoval nebo ne, druh se na dané lokalit¢ vyskytoval
nebo chyb¢l, atd. Zobecnény linearni model, ve kterém predpokladame, ze ma
vysvétlovand proménna Bernoulliho distribuci, zaddvame obdobné jako jsme vidéli
u proménnych s obecnou binomickou distribuci, nicméné¢ ve vzorci modelu je
pohodIngjsi zadat vysvétlovanou proménnou bud’ jako numericky vektor s hodnotami 0
a 1 nebo jako vektor logickych hodnot TRUE a FALSE. I u tohoto typu dat se Casto
vyskytuje nadmérna variabilita (overdispersion), ale na rozdil od proménnych
s binomickou distribuci, které maji dostatecné velky pocet pozorovani ve jmenovateli,
zde nemuzeme spoléhat na rozpoznani nadmérné variability z poméru residualni deviance
k residudlnimu poctu DF (byva Casto vétsi nez jedna i pro data, kterd jsou "v potadku").
Je proto asi vhodné a priori fitovat model s parametrem family zvolenym jako
quasibinomial a v ptipadé, ze odhadnuta hodnota dispersniho parametru neni pfilis
odlisna od jedné, model pfepocitat s parametrem family=binomial.

Ptikladova data importujeme opét z excelovského souboru pies schranku:

> ReprEff<-read.delim("clipboard")
> summary (ReprEff)

Survived Flowers Rhizome
Min. :0.0000 Min. : 7.00 Min. :0.0100
1st Qu.:0.0000 1st Qu.: 21.00 1st Qu.:0.2000
Median :0.0000 Median : 38.00 Median :0.2500
Mean :0.3898 Mean : 48.76 Mean :0.4986
3rd Qu.:1.0000 3rd Qu.: 59.50 3rd Qu.:0.6600
Max. 1.0000 Max. :165.00 Max. :2.3600

Pomoci téchto dat budeme pro studovany druh vytrvalé rostliny modelovat
pravdépodobnost preziti jedince pies zimu, v zavislosti na mnozstvi kvéth, které vytvoril
v ptedchézejici sezong, a velikosti oddenku na konci sezony.

Za¢neme nejprve s nulovym modelem a budeme jej postupné rozsifovat:

> glm.re.0<-glm(Survived~+1, family=binomial, data=ReprEff)
> addl (glm.re.0, .~Flowers*Rhizome, test="Chisqg")
Single term additions

Model:
Survived ~ +1

Df Deviance AIC LRT Pr (Chi)
<none> 78.903 80.903

Flowers 1 75.008 79.008 3.895 0.04843 *
Rhizome 1 78.136 82.136 0.767 0.38114
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Mnozstvi kvétl ma - zda se - vliv, zatimco velikost rhizomu pravdépodobnost pieziti
prilis nevysvétluje. Pfidame tedy nejprve proménnou Flowers do modelu a zhodnotime
opét vliv proménné Rhizome:

> glm.re.l<-update(glm.re.0, .~Flowers)

> addl (glm.re.l, .~Flowers*Rhizome, test="Chisg")
Single term additions

Model:
Survived ~ Flowers

Df Deviance AIC LRT Pr (Chi)
<none> 75.008 79.008

Rhizome 1 54.068 60.068 20.940 4.738e-06 **x*

Vysledek je docela piekvapivy: proménna Rhizome, ktera samostatné nebyla pfilis
dobrou vysvétlujici proménnou, predstavuje kvalitni prediktor, pokud je v modelu jiz
zohlednén vliv kveteni. Do modelu tedy rozhodné patii, ale musime jesté vyjasnit pti¢inu
toho neobvyklého jevu.

> glm.re.2<-update(glm.re.l, .~.+Rhizome)
> summary (glm.re.2)

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr (>]|z|)
(Intercept) 0.96152 0.61676 1.559 0.11900
Flowers -0.10642 0.03343 -3.183 0.00146 =**
Rhizome 6.60042 2.10051 3.142 0.00168 *x*

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 78.903 on 58 degrees of freedom
Residual deviance: 54.068 on 56 degrees of freedom
AIC: 60.068

Vidime, Ze vlivy poétu kvétil a velikosti rhizomu jsou podobné silné*, ale maji opaény
smér (znaménko): ¢im rostlina vice kvetla, tim niz§i je pravdépodobnost pieziti
v nasledujici zimé, a ¢im vétsi ma oddenek, tim je tato pravdépodobnost vétsi. Jaky je ale
vztah mezi témito dvéma prediktory?

> plot (Flowers~Rhizome, data=ReprEff)

2 Na velikost efektu nemizeme usuzovat z velikosti regresniho koeficientu — ob& proménné jsou méfeny
v riznych jednotkach, rozsah hodnot velikosti rhizomu je fadové niz$i nez pocty kvéti, proto je také
regresni koeficient u proménné Rhizome tadove vétsi. Urcitou indikaci velikosti efektu nam poskytuje

z statistika.
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V diagramu (Obr. 16) vidime pfedev§im vyraznou pozitivni korelaci mezi ob&ma
vysvétlujicimi proménnymi, ale zvétSujici se rozptyl hodnot a také zakiivenost v jejich
vztahu ndm naznacuji, Ze ob& tyto proménné bychom méli logaritmicky transformovat.
Ctenéfe, ktery o tom neni zcela piesvédéen, snad vice piesvédéi diagram (Obr. 17), ve
kterém tuto transformaci provedeme, i kdyz jen logaritmickym Skalovanim os, nikoliv
transformaci vlastnich proménnych:

> plot (Flowers~Rhizome,data=ReprEff, log=""xy"")
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Obr. 17

Ke stejnému zavéru (logaritmickd transformace obou proménnych) nas ale miize dovést
1 predstava (zahrnujici i vysvétlovanou proménnou, pravdépodobnost preziti), ze efekt
urcité, konstantni velikost, bude na pravdépodobnost pfeziti mit spiSe nasobnd zména
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v V.o : . : 23 ’ . . r o ’ : . ’
v poctu kvétl nebo velikosti rhizomu™. Podivejme se, jaké disledky ma logaritmicka
. 24
transformace na kvalitu modelu™:
> glm.re.3<-update(glm.re.2, .~log(Flowers)+log (Rhizome))

> anova(glm.re.2,glm.re.3, test="Cp")
Analysis of Deviance Table

Model 1: Survived ~ Flowers + Rhizome
Model 2: Survived ~ log(Flowers) + log(Rhizome)

Resid. Df Resid. Dev Df Deviance Cp
1 56 54.068 60.068
2 56 46.964 0 7.104 52.964

Novy model, ktery je stejné slozity (i spiSe jednoduchy) jako glm.re.2, vysvétlil
podstatné vétsi mnozstvi variability (deviance), a je proto kvalitnéjsi, jak naznacuje nizsi
hodnota Cp (viz diskuse vztahu Cp a AIC v piedchozi sekci). V tomto ptipadé nemtizeme
oba modely porovnat parametrickym zptisobem (F test nebo ” test), protoze nedoslo ke
zménd poltu stupiiti volnosti (délili bychom nulou resp. Porovnavali s y* distribuci

s poctem stupiti .

Publikace Crawley (2002), ze které byla data prevzata, jejich analyzu uzavira modelem,
ktery obsahuje také interakci mezi proménnymi Flowers a Rhizome. Ackoliv by nam test
signifikance ukézal, ze obdobnd interakce (mezi logaritmovanymi prediktory) je
prikazna i v nasem piistupu, ¢tenafi jeji pouziti nedoporucuji. Interakce mezi dvéma
kvantitativnimi vysvétlujicimi proménnymi je definovana jako soucin jejich hodnot a je
velmi obtizné (az nemozné) jeji smysl vysvétlit (soucin poctu kvétd a velikosti rhizomu).
Domnivam se, Ze interakci mezi kvantitativnimi prediktory je lepsi popisovat pomoci
neparametrickych modelti (napf. pomoci loess modelu, kterym se budeme zabyvat
v piisti kapitole) a interpretovat pak vyslednou grafickou podobu.

Poméry biomas a rozméru

V piipade, kdy nas zajima pomér (podil) dvou kvantitativnich, kladnych veliCin, je
vhodné pouzit zobecnény linearni model s pfedpoklddanou gamma distribuci
a logaritmickou, pfipadné inverzni link funkci. Logaritmicka link funkce je vhodnou
volbou zejména tehdy, kdy studujeme pomér dvou veli¢in (feknéme A/B), u kterych
neplati, Ze jedna je soucasti druhé (tj. neporovnavame tieba nadzemni biomasu trav
s celkovou nadzemni biomasou ale napf. biomasu trav s biomasou dvoudéloznych bylin).
Pak totiz plati, Ze pii shodé hodnot obou proménnych je pomér roven jedné a pokud ma 4
hodnotu vétsi nez B, roste koeficient nad hodnotou 1 neomezené. Pokud je ale hodnota 4

» Na piikladu proménné Flowers: pii zméné poétu kvéti z 10 na 20 se energetickd a/nebo materialovéa
investice rostliny do reprodukce zdvojnasobi, zatimco pti zméné napt. ze 100 na 110 vzroste jen malo.
Nicméné v regresnim modelu, ve kterém hodnoty proménné Flowers nejsou transformovany, maji obé
zmény (Cisté z definici tohoto modelu) stejné velky vliv na zménu hodnoty linearniho prediktoru.

# Rozhodnuti o transformaci vysvétlujicich (nebo i vysvétlovanych) proménnych by se ale nemélo Fidit
zménou ve vysvétlené variabilité, protoZe ta neni jedinou soudasti kvality modelu. Casto se stava, Ze
modely, ve kterych by napf. vysvétlujici prom&nna méla byt transformovana, vysvétli vice variability bez
takové transformace (resp. ukazi prikazny vliv prediktoru jen bez jeho transformace), ale tato "kvalita" je
pak obvykle déna jen pfitomnosti nékolika extrémnich ("odlehlych") hodnot, které maji na vysledny model
nadmérny vliv. Rozhodnuti o transformaci by proto mélo byt apriorni, pfed zkoumanim odhadnutého
modelu.
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mensi nez B, veskeré mozné hodnoty jejich poméru jsou "stisnény" do rozsahu mezi 0
a 1. Logaritmovani poméru A/B zesymetri¢ti vztah proménnych — vysledek je zaporny
pro A<B, roven nule pro 4 rovné B, a kladny pro 4>B. Pro ilustraci takového typu
modelt pouzijeme piikladovéa data, kterd importujeme z listu Barley v excelovském
souboru s priklady:

> barley<-read.delim("clipboard")
> summary (barley)

s.Hor s.Sin n.Hor n.Sin
Min. 0.00 Min. : 0 Min. 0.00 Min. : 0.00
1st Qu.: 3.00 1st Qu.: 5 1st Qu.: 3.00 1st Qu.: 5.00
Median : 7.00 Median : 10 Median : 7.00 Median : 10.00
Mean : 22.67 Mean : 34 Mean :18.07 Mean : 32.91
3rd Qu.: 34.00 3rd Qu.: 51 3rd Qu.:28.00 3rd Qu.: 51.00
Max. :115.00 Max. :173 Max. :70.00 Max. :158.00
w.Hor w.Sin
Min. . 0.00 Min. : 0.0
st Qu.: 3.30 l1st Qu.: 81.5
Median : 33.70 Median :209.8
Mean : 72.65 Mean :171.0
3rd Qu.:120.50 3rd Qu.:244.6
Max. :263.60 Max. :332.0

Jde o vysledky pokusu, ve kterém byla studovana kompetice mezi jecmenem (tomu
odpovidaji proménné s ndzvy koncicimi na .Hor) a hoic¢ici (.Sin), nicméné razné
vyvazené smési obou druhi byly doplnény i pozorovanimi, ve kterych byly péstovany
jednodruhové kultury o rizné hustoté. Ve vSech piipadech je pocatecni hustota (pocet
vysetych semen) ddna proménnymi s.Hor a s.Sin. Stav na konci pokusu je pro oba druhy
charakterizovan poctem rostlin (n.Xxx) a celkovou nadzemni biomasou rostlin dané¢ho
druhu (w. XxXx).

ProtoZze se v naSem piikladé zaméfime na kompetici mezi obéma druhy, vyloucime
pozorovani, ve kterych jeden z druh@ nebyl vyset:

> bar<-barley|[ (barleyS$s.Hor>0) & (barley$s.Sin>0), ]
> dim(barley)

[1] 45 o6
> dim(bar)
[1] 25 6

Zakladni model kompetice vysvétluje logaritmicky transformovany pomér biomasy
jednoho a druhého druhu pocéateénim pomérem vysetych semen (opét logaritmovan)
a také celkovou hustotou porostu (soucet s. Hor a 5.Sin):

log(=25) = g+ 3 *log(~5) + y *1og(s 1, + 53,

Wi S sin
V ptipad¢, Ze by oba druhy byly kompeticné stejné silné, mél by koeficient u poméru
pocatecniho poctu semen mit hodnotu 1 (koeficient vétsi nez jedna odpovida
kompetitivni vyhod¢ druhu v Cditateli, tj. jeCmene) a u logaritmu celkové density
koeficient rovny nule (tj. celkovd densita ovliviiuje oba druhy stejné, neméni jejich
ocekavany pomér). Nyni tento model nafitujeme pro nase data:

> glm.bar<-glm(w.Hor/w.Sin~log(s.Hor/s.Sin)+log(s.Hor+s.Sin),
+ data=bar, family=Gamma (link=log))

> anova (glm.bar, test="F")
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Analysis of Deviance Table
Model: Gamma, link: log
Response: w.Hor/w.Sin

Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev F Pr (>F)
NULL 24 53.751
log(s.Hor/s.Sin) 1 47.960 23 5.791 205.2197 1.235e-12 **x*
log(s.Hor + s.Sin) 1 1.072 22 4.718 4.5887 0.04351 ~*

Je dulezité, abychom porozuméli vyznamu poméru pocateCnich pocti semen coby
vysvétlujici proménné. Ze je pomér vyslednych biomas zavisly na pocatednim poctu
vykli¢enych rostlinek se rozumi samo sebou a tak je jasné, ze velké rozpéti pocatecniho
poméru zplsobi, ze tento Clen vysvétli velkou cCast variability. Podobné i1 to, ze je
ptislusny regresni koeficient pritkazn¢ odlisny od nuly, tak jak ukazuje nasledujici ¢ast
vystupu z funkce summary, neni prekvapivé.

> summary (glm.bar)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -2.20458 0.45291 -4.868 7.26e-05 ***
log(s.Hor/s.Sin) 0.96130 0.06098 15.764 1.80e-13 **x*
log(s.Hor + s.Sin) 0.24830 0.11386 2.181 0.0402 *

(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.2337026)
Null deviance: 53.7512 on 24 degrees of freedom
Residual deviance: 4.7185 on 22 degrees of freedom

Biologicky zajimavéjsi je ale otdzka, zda je tento koeficient prikazné odliSny od jedné,
coz zjistime upravenym ¢-testem (nasobeni 2 odpovida testu oboustranné hypotézy):

> (1-pt((1-0.9613)/0.06098,22))*2
[1] 0.5322119

Koeficient  tedy neni pritkazné¢ odlisny od jedné a ani jeden z druhd neni jednozna¢né
kompeti¢né zdatnéjsi. Nicméné koeficient y je prikazné (i kdyz na hranici, p=0.04)
odlisny od nuly a jeho kladnd hodnota naznacuje, ze jeCmen se vyporadava s rostouci
celkovou densitou Iépe nez hoicice.

Jesté se zastavme u otazky, jak zobrazit vztahy mezi vysvétlovanou proménnou a témi
vysvétlujicimi proménnymi, které jsme v modelu pouzili. Pokud chci zobrazit vztah
poméru hmotnosti k poméru vysetych semen, prvnim napadem asi bude pouzit piimo
hodnoty téchto vztahl (vysledny diagram nezobrazuji):

> plot (log(bar$w.Hor/bar$w.Sin)~log(bar$s.Hor/barS$s.Sin))

Tento graf ale odpovidd modelu, ve kterém neni obsazen vliv celkové hustoty vysevu — ta
totiz vysvétluje ¢ast variability v poméru biomas, zCasti se také vysvétlujici schopnosti
obou ¢lentl piekryvaji. Je proto tfeba pouzit misto plivodni vysvétlované proménné tzv.
parcialni residudly, pfedstavujici variabilitu nevysvétlenou regresnim modelem, ve
kterém byl ,,vynechan® (pfesnéji feCeno odecten) jeden z jeho Clenti. Pro nas model se
dvéma prediktory (pomér poctli a soucet poctii semen) dostavame tedy dvé sady (dva
vektory) parcialnich residualti — prvni z nich odpovida vynechani vlivu poméru pocta
semen z modelu a v téchto residudlech je tedy obsazena variabilita dana poméru biomas,
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kterou je pomér pocti semen schopen vysvétlit navic k tomu, co jiz vysvétlil vliv celkové
hustoty.

> bar.pr<-residuals (glm.bar, type="partial")
> dim(bar.pr)
[1] 25 2

Spravny typ diagramu dostaneme tedy takto (viz Obr. 18):

> plot (log(bar$s.Hor/bar$s.Sin), bar.pr[,1])
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Podivejme se jesté na regresni pfimku, ktera takto definovanému vztahu odpovida:

> summary (lm(bar.pr[,1l]~log(s.Hor/s.Sin) ,data=bar))

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) 0.40404 0.09778 4.132 0.000405 **x*
log(s.Hor/s.Sin) 0.96130 0.05919 16.241 4.28e-14 ***

Neni nahodou, ze regresni koeficient je shodny s hodnotou, kterou jsme u stejného ¢lenu
vidéli vySe u slozit€jstho GLM, ale neni také ndhodou, Ze odhad standardni chyby, a tim
1 hodnota ¢ statistiky a odhad signifikance nejsou zcela shodné: zde jsme totiz pouzili
metodu nejmensich Ctverc v ramci klasického linearniho modelu, nikoliv metodu
maximalni vérohodnosti, kterou pouziva funkce g/m. Vysvétlovanou proménnou (tj.
parcialni residudly s vylouCenym vlivem poméru pocti semen) jsme nemuseli
logaritmicky transformovat, protoze tyto residudly jsou vyjaddieny na Skale linearniho
prediktoru.
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4 Vyhlazovani — loess smoother

Motivacni priklad

Nas priklad, na kterém si zakladni praci s metodou loess ukazeme, nema sice biologickou
povahu, nicméné predpokladam, ze tato data zaujmou Ctenafe piinejmensim svym
nazvem:

> data (ethanol)
> summary (ethanol)

NOx C E
Min. :0.370 Min. : 7.500 Min. :0.5350
1st Qu.:0.953 1st Qu.: 8.625 1st Qu.:0.7618
Median :1.754 Median :12.000 Median :0.9320
Mean :1.957 Mean :12.034 Mean :0.9265
3rd Qu.:3.003 3rd Qu.:15.000 3rd Qu.:1.1098
Max. :4.028 Max. :18.000 Max. :1.2320

Jde o udaje z technologického experimentu s pokusnym, jednovalcovym motorem, ve
kterém se spaloval ethanol za riznych parametréi prace motoru — kompresni pomér®
(proménna compression ratio, C) a podil vzduchu a paliva ve valci (proménna
equivalence ratio, E). Cilem studie bylo zjistit vliv téchto dvou parametri na produkci
zplodin — oxidG dusiku (proménnd NOx). Vztah mezi NOx na jedné strané a dvéma
vysvétlujicimi proménnymi na stran¢ druhé si mizeme zobrazit pomoci dvou XY
diagramil, miizeme ale také pouzit tzv. matici XY diagramt (scatter-plot matrix), ve které
jsou vynaseny vzdy dvé proménné proti sobé (pficemz kazda proménna muize byt na
vodorovné i na svislé ose):

> library(lattice)
> splom(~ethanol)

Vysledny diagram je v nasledujicim Obr. 19. Vidime, Ze kombinace hodnot C a E byly
zvoleny tak, aby byly tyto dvé vysvétlujici proménné co nejméné korelovany, a ze
proménna C méla jen pét riznych hodnot, zatimco proménna E se ménila plynuleji.
Nejvyrazngjsi se zda byt zavislost proménné NOx na proménné E, v podobé
jednovrcholové kiivky (panel v pravém dolnim rohu matice). Naproti tomu se zda, ze na
proménné C promeénnd NOx nezavisi vitbec.

* Jde o pomér objemii prostoru ve valci pfi minimalnim a maximalnim stlateni pistu.
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Obr. 19

Pokud bychom chtéli zlistat u statistickych modeld, které jiz zname, mizeme uvazovat
0 popsani zavislosti pomoci linearniho modelu. Vysvétlujici proménna £ v ném ovsem
nemuze vystupovat jen jako linedrni c¢len, méli bychom uvaZovat o zavislosti
polynomické:

> Im.eth.1<-1m(NOx~poly (E, 2),data=ethanol)

> anova (lm.eth.1)
Analysis of Variance Table

Response: NOx

Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
poly(E, 2) 2 86.914 43.457 149.49 < 2.2e-16 ***
Residuals 85 24.710 0.291

Polynom druhého stupné vysvétluje velkou ¢ast variability NOx (kolem 77%), ptesto ale
neodpovida skutecnému tvaru zavislosti, jak uvidime z grafu:

> plot (NOx~E,data=ethanol)
> ord.E<-order (ethanol$E)
> lines (ethanolS$SE[ord.E], fitted(lm.eth.1l) [ord.E],col="blue", lwd=2)

Proménnd ord.E obsahuje indexy jednotlivych pozorovani uspotadané tak, aby hodnoty
proménné E (v datovém ramci ethanol) byly setfidény vzestupné. To je pro vynaseni
modelem fitovanych hodnot proti £ nutné, abychom dostali spojitou kiivku. Vysledny
diagram je v nasledujicim Obr. 20.
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Obr. 20

Polynom druhého stupn&®® nepopisuje tvar zavislosti vémsg, tvar kiivky je piilis "obly"
pro mal¢ 1 velké hodnoty E, ve stfedni ¢asti jsou hodnoty NOx vyrazn¢€ podcenény.

Loess model s jednou vysvétlujici proménnou

Piejdeme proto k metod¢ loess, kterou si na nafitujeme pomoci funkce locfit v ramci
balitku stejného jména®’. Jednoduchy loess model ziskame takto:

> 1f.eth.1<-locfit (NOx~1p(E,nn=2/3),data=ethanol)

Na pravé stran¢ vzorce modelu je proménna E uzaviena ve funkci /p, oznacujici tzv.
lokalni polynom. Co to znamena a jaky vyznam ma parametr nn se dozvime vzapéti,

nejprve si ale model vyneseme. Pro porovnani s nasim ptvodnim pfistupem muzeme
kiivku vynést do vyse uvedeného obrazku (doplnény graf neni zobrazen), piikazem:

> lines (ethanolS$E[ord.E],fitted(lf.eth.1) [ord.E],col="red", lwd=2)

Samostatny graf ale lehce vytvofime pomoci funkce plot. Zékladni piikaz (vysledny
obrazek opét neukazuji)

> plot(lf.eth.1)

zobrazi jen kiivku nafitovaného modelu, bez ptivodnich hodnot pozorovani. Nésledujici

volani funkce plivodni hodnoty zobrazuje (parametr get.data) a zobrazuje také
konfiden¢ni interval pro pfedpovidané stfedni hodnoty (parametr band):

> plot(lf.eth.l,get.data=T,band="global")

Vysledny graf je v Obr. 21.

26 Ale ani polynom tfetiho stupng, jak si mize &tenaf sam ozkouset.

*" Program R (podobné i S-Plus) nam jiz v zakladni implementaci nabizi funkci loess, nicmén jeji
moznosti jsou znaéné omezené, pokud jde o vynaseni grafické podoby modelu (jen v R, v S-Plus funguje
obstojn¢), ale také pokud jde o pokrocilejsi postupy, napiiklad ur€ovani hodnoty parametru §itky pasma.
Funkei Jocfit 1ze naopak pouzit i k fitovani jinych typt regresnich modelt.
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Obr. 21

Na zakladé zkuSenosti s linedrnimi a zobecnénymi linedrnimi modely se ¢tendf nyni bude
ptat, jaka rovnice odpovidad zobrazené kiivce, jaké mnozstvi variability v hodnotach
vysvétlované proménné jsme vysvétlili, a za jakou cenu (pocet stupiiti volnosti). Zacnéme
tedy od posledniho bodu:

> summary (lf.eth.1)
Estimation type: Local Regression

Call:
locfit (formula = NOx ~ 1lp(E, nn = 2/3), data = ethanol)

Number of data points: 88

Independent variables: E
Evaluation structure: Rectangular Tree
Number of evaluation points: 5

Degree of fit: 2
Fitted Degrees of Freedom: 4.958

Ve vystupu z funkce summary je zdiraznéna posledni fadka, ve které je uveden pocet
stupniti volnosti, které¢ z naSich 88 pozorovani "spotifeboval" nafitovany model. To, Ze
slozitost takovéhoto typu modelu nelze obecné vyjadrit celym Cislem, je sice nezvyklé,
ale neni to Spatné, musime si na to jen zvyknout. Slozitost vysledného loess modelu je
urcena dvéma parametry — tzv. Sitkou padsma (bandwidth) a stupném lokalniho polynomu
(degree). Co tyto dva parametry znamenaji nejlépe pochopime z obrazku, ktery ukazuje
postup, jakym je loess model fitovan (Obr. 22, pfevzato z Hastie et al. 2001,
zjednoduseno).
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Obr. 22

Fitovani loess modelu si miizeme predstavit tak, ze je oekavana hodnota vysvétlované
proménné y vypoctena pro dostatecné velky pocet hodnot vysvétlujici proménné x.
V obrazku je znazornén vypocet predpovidané hodnoty y jen pro dvé mozné hodnoty x
(oznaceny jako xy) - jednu leZici na dolni hranici rozsahu x a druhou zhruba ve stfedu
tohoto rozsahu. Loess model je fitovan pomoci lokalniho modelu, tj. v kazdém z bodu
nejsou uzivdna vSechna pozorovani, ale jen jejich wurcitd ¢ast, lezici nejblize
uvazovanému bodu xy.

Rozsah uvazovaného okoli se obvykle oznacuje jako Sitka pasma (bandwidth) a
a nejcastéji je jeho velikost urcena jako podil z celkového poctu pozorovani. Naptiklad
v naSem vySe uvedeném modelu I/feth.l jsme Sitku pasma urcili hodnotou nn=2/3, tj.
vzdy se pouzivaji dvé tfetiny ze vSech 88 pozorovani (tj. 59 bodu), lezici nejblize
uvazovanému bodu xy. V ptikladu na Obr. 22 je Sifka padsma zjevné mensi. Takto vybrané
okolni body jsou v Obr. 22 zvyraznény oranzovou barvou kolecek. Nasledné je pro tyto
body nafitovan linearni model — v Obr. 22 je to regresni pfimka, ale mize to byt
napfiklad i polynom druhého stupné. Tato volba se nazyva stupen (degree) lokdlniho
polynomu A (pro lokalni ptimku je hodnota 1, pro polynom druhého stupné pak 2).

Vsechny vybrané body ale nemaji v lokdlnim regresnim modelu stejnou vahu. Nejvétsi
vahu maji body, které¢ maji hodnotu x shodnou s xy, vdha bodl se postupné snizuje k nule
pro bod lezici na hranici uvazovaného okoli. Relativni védha je v Obr. 22 naznacena
zlutou oblasti (kiivkou). Hodnotu vahy udava obvykle tzv. trikubicka funkce (i kdyz lze
zvolit i jiny typ symetrické jednovrcholové kiivky).

Vysledny lokalni regresni model je pouzit k ureni o¢ekdvané hodnoty loess modelu
pouze pro hodnotu prediktoru rovnou x, (¢ervené vyplnéné kolecko v obou piipadech).

Pti volbé loess modelu musime tedy zvolit hodnotu pro dva parametry: Sitku pasma (o)
a stupen lokalniho vazeného modelu (A, s hodnotami 1 nebo 2). Je jasné, ze hodnota o
ovliviiuje slozitost modelu, atim 1 slozitost tvaru fitované kiivky. Ukézeme si to na
naSich ptikladovych datech, kterd byla fitovana loess modelem s A=2 a meénici se
hodnotou a (Obr. 23).
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Obr. 23

Vidime, ze modely s a rovaym 0.25 a 0.1 jsou malo obecné - pfili§ ovlivnéné
konkrétnimi pozorovanimi v naSem vybéru. Alternativné je 1ze oznacit jako pfilis slozité,
vzhledem k jejich vypovidaci schopnosti. Naproti tomu modely s a > 0.75 jsou pfilis
velkym zjednodusenim vztahu mezi NOx a E.

Vybér parametru o na zakladé AIC

Ctenafe mozna jiz napadlo, 7e¢ bychom mohli vhodnou hodnotu o uréit na zakladd
uspornosti (parsimony) jednotlivych modelti. Hodnotu tspornosti (napt. AIC statistiku)
jsme schopni pro tyto modely vypocist, protoze zname mnozstvi neobjasnéné variability
(Ize vyjadrit naptiklad pomoci variability residudlii) a zname slozitost modelu (tu lze
vyjadfit jako pocet stupiili volnosti, ne nutné celé Cislo, jak jsme vidéli vyse). Knihovna
locfit nam takovyto vybér usnadiiuje svoji funkci aicplot:

> x<-aicplot (NOx~E,data=ethanol,alpha=seqg(0.2,1.0,by=0.05))

> plot (x,type="1")

Vysledny graf vidime v Obr. 24 a ukazuje zavislost AIC hodnoty modelu na jeho
slozitosti (vyjadiené poctem stupiili volnosti).
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Pii zadavani modelu ovSem nepouzivame stupné volnosti, nybrz hodnotu a (zadavanou
parametrem nn), ktera je v proménné x (vracené funkci aicplot) také ulozena:

> names (x)

[1] "alpha" "cri" "df" "values"
> cbind(xS$alpha,xS$values)
[,1] [,2]
0.20 44.06548
0.25 34.75360
0.30 30.03265
0.35 28.32876
0.40 25.36156
0.45 24.53621
0.50 23.08970
0.55 22.36692
0.60 21.78790
0.65 21.65410
0.70 22.03374
0.75 23.27263
0.80 24.45471
0.85 25.37932
0.90 26.94201
0.95 28.47666
1.00 29.12767
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Vidime, Ze hodnoty nn () blizké 0.65 vedou k modelu s nejvyssi Gspornosti.

Volba stupné lokalniho modelu

Zatim jsme se vyhybali otazce volby stupné modelu, tj. zda pouzivat lokalni linearni
model nebo lokélni polynom druhého ¢i vysSiho stupné. Pro jednodussi zavislosti
(rostouct ¢i klesajici kiivka nebo jednoducha "obla" kfivka s maximem ¢i minimem) se
doporucuje hodnota A rovna 1. Naopak pro slozitéjsi zavislosti, ve kterych se smér kiivky
pomérné rychle méni, je nutné pouzit lokdlni polynom druhého stupné. Pokud bychom
zvolili jen linearni lokalni model, museli bychom pfili§ snizit hodnotu o, a nejspise
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bychom nezabranili "rozkmitani" kiivky zptisobem, ktery je vidét v Obr. 23 pro a=0.1.
Pouziti polynomi vyssiho stupné nez druhého se nedoporucuje.

V mnoha konkrétnich ptipadech je ovsem obtizné se rozhodnout, zda ndmi studovana

a2l . 241

zavislost je "slozitéjs$i" nebo "jednodussi". Pak si miizeme zvolit soucasné A i oo pomoci
AIC statistiky:

> x2<-aicplot (NOx~E,data=ethanol,deg=1,alpha=seq(0.2,1.0,by=0.05))
> cbind(x$alpha,x2Svalues, x$Svalues)
[,1] [,2] [,3]

0.20 27.68957 44.06548

0.25 24.21036 34.75360

0.30 22.27071 30.03265

0.35 21.51887 28.32876

0.40 21.04721 25.36156

0.45 20.83453 24.53621

0.50 21.45839 23.08970

0.55 21.58329 22.36692

0.60 22.38306 21.78790

0.65 24.31099 21.65410

0.70 25.59105 22.03374

0.75 27.59543 23.27263

0.80 29.40467 24.45471

0.85 31.72821 25.37932

0.90 35.49152 26.94261

0.95 41.31842 28.47666

1.00 45.63887 29.12767
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Vidime, ze z hlediska Uspornosti je preferovan model s lokalnim linedrnim modelem
amensi Sitkou pasma (a=0.45). Oba modely si mizeme porovnat, pfi¢emz vysledny
model vyneseme Cervenou barvou:

1f.eth.2<-update(lf.eth.l, .~1p(E,nn=0.65))
1f.eth.3<-update(lf.eth.l, .~1p(E,nn=0.45,deg=1))
plot (NOx~E,data=ethanol)

lines (1f.eth.2,col="blue", lwd=2)
lines(1lf.eth.3,col="red", lwd=2)

VvV V V VYV

Vysledek by mél vypadat takto:

NOx

Obr. 25
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Mnoho rozdili mezi obéma kiivkami nevidime, snad jen to, Ze lokalni pfimkovy model
Iépe popisuje vztah pii okrajich rozsahu hodnot prediktoru FE, zatimco lokalni
polynomialni model vérné€ji vystihuje zavislost ve stiedu tohoto rozsahu, coz je obecny
zavér, ktery najdeme i v Hastie et al. (2001, s. 172). Lokalné-linearni model je celkové
jednodussi, s odhadnutymi DF modelu zhruba 4.1.

Zavislost na dvou nebo vice proménnych

Loess model je spise neZ pro modely s jednou vysvétlujici proménnou®® vyznamny
v situacich, kdy studujeme zavislost vysvétlované proménné na dvou nebo vice
kvantitativnich prediktorech, u nichz ptedpokladame interakci jejich vlivi. Ta mize
vypadat az tak, ze se vztah k prediktoru x/ kvalitativné (svym tvarem) méni s hodnotou
prediktoru x2 (nebo naopak). Jindy jde jen o dil¢i promény ¢i posuny zavislosti, loess
model ale mize byt uzite¢ny naopak i k tomu, abychom obavy z takovéto slozité
interakce vyvratili (napfiklad srovnanim se zobecnénym aditivnim modelem, ktery
uvedeme v pristi kapitole).

Studium interakei si ukdZeme na stejném piikladé, jaky jsme pouzivali dosud. Podivame
se, jak zavisi NOx na E a C, a jak se tyto zavislosti méni podle hodnot druhého
z prediktort:

> 1f.eth.4<-update(lf.eth.3, .~1p(E,C,nn=0.45,deg=1,scale=T))

V modelu jsme ponechali hodnotu o vybranou v situaci, kdy E bylo jedinym
prediktorem, coz nemusi byt spravna volba v ptipad¢ dvou prediktorti, ale pro pocatecni
seznameni tento model postaci. Dllezity je pfidany parametr scale, ktery zajisti, ze pro
hledani "nejbliz§ich" bodl je brana v tivahu odlisné Skdla méfeni promeénnych £ a C.
Vysledny model je trojrozmérny povrch (dva rozméry predstavuji prediktory £ a C, treti
pak vysvétlovana proménna NOx). MlUzeme jej proto zobrazit bud jako konturovy
(isocarovy) diagram nebo jako perspektivni nahled na tento povrch (vysledky obou
pristupti jsou v Obr. 26).

> plot(lf.eth.4)
> plot(lf.eth.4, type="persp",theta=30,phi=10, shade=0.25,col="orange")

¥ Kde se miize hodit coby "stavebni kimen" napf. pii tvorbé zobecnénych aditivnich modelti (GAM)
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Obr. 26

V obou ptipadech je ale obtizné odd¢lit zakladni tvar zavislosti NOx na kazdém z obou
prediktorii, a také interakci mezi témito prediktory. V tom nam Ilépe pomuze tzv.
podminény diagram (conditioning plot, Casto také nazyvany coplot). Jde o jeden z typt
tzv. miizovych diagramu (trellis plot nebo také lattice plot), opét jej vytvotime stejnou
funkci plot, pokud pfiddme parametr udévajici, kterd proménnad bude slouzit
k podminovani (k odliSeni paneld; parametr #v) a kterd bude tvofit horizontilni osu
v kazdém z panelll (parametr pv):

> plot(lf.eth.4,pv="E",tv="C",mt=5,get.data=T,band="global")

Vysledny diagram je vidét v nasledujicim obrazku:
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Obr. 27

Kazdy z péti (mt=5) zobrazenych paneli ukazuje fitovanou zavislost vysvétlované
proménné na zvolené vysvétlujici proménné (pv="E"), a to pro rizné, na sebe navazujici
rozsahy hodnot proménné podminujici (trellis variable, rv="C"). Do diagramu byla
pfidana i pivodni data (get.data=T) a také 95% konfidencni oblast (band="global").
Tento diagram se zaméfuje na vliv E, pro rizné hodnoty C, ale mizeme vytvofit
1 doplitujici coplot s vyménénou roli proménnych £ a C (Obr. 28).

> plot(lf.eth.4,pv="C",tv="E",mt=6,get.data=T,band="global")
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Obr. 28

Z Obr. 28 je vidét nejen to, ze NOx na hodnotach C zavisi (coz neni vidét pii pohledu na
diagram, ve kterém je NOx vynaseno proti C bez ohledu na hodnotu E), ale Ze tato
zavislost mizi s rostouci hodnotou E. Tvar této zavislosti (pro nizké hodnoty F) je také
velmi jednoduchy, proto bychom v tomto ptipadé mohli pouzit jednoduchy piimkovy
model (ale s regresnim koeficienty ménicimi se s hodnotou F). Jak takovy "hybridni"
model nafitovat?

Zavislost na proménné C mizeme oznacit jako tzv. podminéné parametrickou
(conditionally parametric) zavislost, a to v okamziku fitovani loess modelu:

> 1f.eth.5<-update(lf.eth.3,
+ .~lp( E, C, nn=0.45, deg=1, scale=T, style=c('n","cpar™)))

Podivejme se, jak to zménilo podobu zavislosti NOx na C, pro rizné hodnoty E:

> plot(lf.eth.5,pv="C", tv="E",mt=6,get.data=T,band="global", aspect=1)
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Obr. 29

Podminéné linearni model fituje hodnoty pomérné dobte, snad s vyjimkou pozorovani
s nejnizsi hodnotou E (panel vlevo dole). Jesté se podivame, co zména zpusobu, jakym je
vyjadien v modelu vliv C, zptsobila v popisu vlivu proménné E:

> plot(lf.eth.5,pv="E", tv="C",mt=5,get.data=T, band="global")
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NOx

Obr. 30

Vysledek je pomérné poucny (Obr. 30): lepsi popis vlivu C zptsobil i lepsi fit ve vztahu
k proménné E: kiivka dobfe sedi i na body ve vrcholu zavislosti (v porovnani s Obr. 27),
aniz bychom museli zvySovat hodnotu parametru A z 1 na 2!
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5 Zobecnéné aditivni modely (GAM)

Motivacni priklad
Budeme pouzivat denni hodnoty koncentrace ozénu, rychlosti vétru, teploty vzduchu
a intenzity slune¢niho zéfeni v New Yorku, méfené od kvétna do zati roku 1973.

> data(environmental,package="lattice")
> summary (environmental)

ozone radiation temperature wind
Min. . 1.0 Min. : 7.0 Min. :57.0 Min. 2.300
1st Qu.: 18.0 st Qu.:113.5 1st Qu.:71.0 1st Qu.: 7.400
Median : 31.0 Median :207.0 Median :79.0 Median 9.700
Mean 4201 Mean :184.8 Mean :77.8 Mean : 9.939
3rd Qu.: 62.0 3rd Qu.:255.5 3rd Qu.:84.5 3rd Qu.:11.500
Max. :168.0 Max. :334.0 Max. :97.0 Max. :20.700
> par (mfrow=c (2,2))
> hist (environmental$ozone)
> hist (environmentalS$radiation)
> hist (environmentalS$temperature)
> hist (environmentalS$wind)
Histogram of environmental$ozone Histogram of environmental$radiation
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Obr. 31

Distribuce hodnot (Obr. 31) naznacuje, ze pfinejmensim koncentraci ozénu bychom méli
transformovat, naptiklad logaritmicky.

> environmentalS$ozone<-log (environmental$ozone)
> par (mfrow=c (1, 3))
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plot (ozone~temperature, data=environmental)
plot (ozone~wind, data=environmental)

plot (ozone~radiation,data=environmental)
par (mfrow=c(1l,1))

vV V V V

ozone
ozone
ozone
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temperature wind radiation

Obr. 32

Nejvyraznéjsi vztah ma logaritmovand koncentrace ozénu (Obr. 32) k teploté
a k rychlosti vétru, proto se zaméfime na tyto dva prediktory.

Parcialni residualy v linearni regresi

Zacneme ale nejprve linedrnim modelem:

> Im.l<-1lm(ozone~temperature+wind,data=environmental)
> anova (1lm.1)
Analysis of Variance Table

Response: ozone

Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
temperature 1 45.751 45.751 149.983 < 2.2e-16 *x*xx*
wind 1 3.774 3.774 12.373 0.0006384 **x*

Residuals 108 32.945 0.305

Signif. codes: 0 '"***' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 " ' 1
> coef (1m.1)
(Intercept) temperature wind

-0.38602085 0.05653587 -0.05998093

Je vidét, Ze model popisujici linearni vztah ozénu k teploté a rychlosti vétru ma oba ¢leny
prikazné odlisné od nuly a Ze koncentrace ozonu roste s teplotou a klesa s rostouci
rychlosti vétru. Jiz z Obr. 32 je ale vidét, ze linedrni vztah nemusi byt nutné nejlepSim
zpusob, jak zavislost popsat. Nema ale cenu ménit podobu ¢lent napiiklad na polynomy
druhého stupné, protoze takovymto zpisobem pujde t€Zko popsat zavislost, ve které
napiiklad s teplotou roste koncentrace do urcité limity, a pak se jiz vyrazné neméni. Radi
bychom také zachovali podobu modelu, ve kterém jsou vlivy obou prediktorli popsany
samostatnymi Cleny, které se spolu scitaji, ale tvar zavislosti ve vztahu k jednomu
z prediktorti se neméni s hodnotou prediktoru druhého (tzv. aditivita vlivl).

Pii hledani takového modelu miizeme zacit od parcidlnich residuali. Mame-li regresni
model se dvéma prediktory (x; a x;) a fitovany model vypada takto:
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y = by + b*x; + by*x,te

pak jsou parcidlni residudly ve vztahu k x; definovany jako:
y —bo—b2*x2

a parcialni residualy ve vztahu k x, jako:

y —bo—bi1*x;

Jde tedy opét o rozdil mezi pozorovanymi a fitovanymi hodnotami vysvétlované
proménné, fitované hodnoty jsou ale vypocitainy s vyloucenim vlivu jedné
z vysvétlyjicich proménnych. Pokud tedy parcialni residualy ve vztahu k x; resp. k x,
vyneseme proti vlastnim hodnotdam x; resp. X a prolozime takovym vztahem
jednoduchou regresni piimku, sklon ptfimky bude odpovidat ptislusnému koeficientu (b,
nebo by) z plvodniho modelu a zobrazeny vztah nam tedy pfedstavuje roli, kterou
prediktor x; nebo x, hraje v modelu sdileném s druhym z obou prediktorti. Podivejme se,
jak to vypada naptiklad s roli proménné temperature ve vyse uvedeném modelu glm. I:

> Im.l.pres<-resid(lm.1l,type="partial")

> summary (lm.l.pres)

temperature wind
Min.  :-3.430e+00 Min.  :-2.353e+00

1st Qu.:-4.825e-01 1st Qu.:-3.115e-01
Median : 5.130e-02 Median : 5.945e-02

Mean :=1.288e-16 Mean :=1.574e-17
3rd Qu.: 6.441e-01 3rd Qu.: 3.971e-01
Max. : 1.316e+00 Max. : 1.527e+00

> plot (lm.l.pres|[,l]~temperature,data=environmental)

> abline (lm(lm.l.pres[,1l]~temperature,data=environmental))
> coef (Ilm(lm.l.pres[,1l]~temperature,data=environmental))
(Intercept) temperature

-4.39808292 0.05653587

Koeficient zavislosti ozone na temperature je 0.0563587, stejn¢ jako v modelu
mnohonasobné regrese /m.l vySe. SouCasn¢ také plati, ze zavislost na temperature
vypada jinak, pokud ignorujeme existenci druhého z prediktora:

> coef (lm(ozone~temperature,data=environmental))
(Intercept) temperature

-1.84851790 0.06767266

Vyse vytvoteny diagram vypada takto:
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Obr. 33

Opét vidime, Ze line4rni vztah neni - zejména na pravé strané diagramu - pfili§ dobrym
popisem, a mozna nas napadne nahradit jej obecnéj$im modelem, jakym je napiiklad
loess model, se kterym jsme se seznamili v pfedchozi kapitole.

Hladké neparametrické ¢leny

Muzeme jej do vztahu mezi parcidlnimi residudly pro temperature a proménnou
temperature nafitovat a obdobné¢ mtizeme postupovat i v piipadé¢ druhé vysvétlujici
proménné — wind. Vysledek pak vypada takto (loess modely jsou znazornény Cervenymi
kiivkami, ptivodni linearni zavislosti modrymi pfimkami):
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Prikazy, které tento obrazek vytvotily, vypadaji takto:

par (mfrow=c(1l,2))

plot (lm.l.pres[,l]~temperature,data=environmental)

abline (lm(lm.1l.pres[,1l]~temperature,data=environmental),col="blue")

lines (loess.smooth (environmental$temperature,lm.l.pres(,1]),col="red", lwd=2)

vV V V V

plot (lm.1l.pres[,2]~wind,data=environmental)

abline (lm(lm.1l.pres[,2]~wind,data=environmental),col="blue")

lines (loess.smooth (environmental$wind, lm.1l.pres[,2]),col="red", lwd=2)
par (mfrow=c(1l,1))

vV V V V

Dil¢i vztah mezi ozonem a teplotou je charakterizovan ¢ervenou kiivkou ne jako linearni
(Y. by *temperature), ale jako hladka zavislost f;(temperature). Podobné je i vztah ozénu
k rychlosti vétru popsan hladkou kiivkou (smooth curve) fo(wind). Na§ postup ma ale
jeden problém: parcialni residudly byly definovany odectenim linedrniho vlivu druhého
z prediktorti, ale my je ted’ pouzivame, abychom popsali nelinearni vliv obou prediktord.
Me¢li bychom tedy vypocet parcialnich residudlii zopakovat, pficemz bychom je tentokrat
vypocetli s pouzitim ptedbézné nafitovanych kiivek f; a f>. Tim by se odhady téchto
kiivek trochu zménily, nicméné po n€kolika cyklech zpiesiiovani odhada parcidlnich
residuala a nasledné 1 hladkych kiivek bychom dospéli ke konecnému teseni.

Tento postup se doopravdy pouziva pii odhadu tzv. aditivnich modelt (additive models),
ato pod oznacenim backfitting. Vysledkem fitovani aditivniho modelu je pak hladka
kiivka pro kazdy (kvantitativni) prediktor, a tato kiivka graficky popisuje, jakym
zpusobem dany prediktor ovliviiuje hodnoty vysvétlované proménné v modelu, ve kterém
je kombinovan vliv n€kolika prediktort (vysvétlujicich proménnych).
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Fitovani GAM

Aditivni modely mulzeme zobecnit podobné jako klasické linedarni modely, pokud si
definujeme link funkce prevadéjici skalu prediktortt (kombinovanych pomoci hladkych
funkci f; do tzv. aditivniho prediktoru) a také rtzné distribuce, ze kterych muze
pochazet nevysvétlend variabilita v hodnotach vysvétlované proménné. Vysledek se
nazyva zobecnéné aditivni modely (generalized additive models, GAM). Protoze se pro
konkrétni prediktory (n€které, vSechny nebo zadné¢) mizeme rozhodnout, ze nejlepsim
zpusobem popisu hladké funkce fi(x;) je linearni vztah (tj. fi(x)=/£*x;), mizeme
zobecnéné aditivni modely povazovat i za rozSifeni zobecnénych linedrnich modeld,
které jsou jejich "specidlnim piipadem" (tj. kdyZz maji vSechny hladké c¢leny linedrni
podobu).

Podivejme se nyni na to, jakym zplisobem nafitujeme nelinedrni vztah mezi koncentraci
0zonu a proménnymi temperature a wind pomoci zobecnéného aditivniho modelu:

> library (gam)

Loading required package: splines

> gam.l<-gam(ozone~l0O (temperature, span=1) +l0 (wind, span=1) ,data=environmental)
> summary (gam.1l)

Call: gam(formula = ozone ~ lo(temperature, span = 1) + lo(wind, span = 1),

data = environmental)
Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max

-2.40388 -0.24438 0.05827 0.34454 1.12196

(Dispersion Parameter for gaussian family taken to be 0.2964)
Null Deviance: 82.47 on 110 degrees of freedom

Residual Deviance: 31.725 on 107.0211 degrees of freedom

AIC: 185.943

Number of Local Scoring Iterations: 2

DF for Terms and F-values for Nonparametric Effects

Df Npar Df Npar F Pr (F)

(Intercept) 1.0
lo (temperature, span = 1) 1.0 0.5 1.3596 0.21031
lo(wind, span = 1) 1.0 0.5 6.6287 0.02902 *

Hlavni odlisnosti proti funkci g/m je na pravé stran¢ vzorce modelu, kde u prediktort,
u kterych chceme vliv na vysvétlovanou proménnou popsat hladkou funkci, pouzijeme
bud’ funkci /o (pro vyhlazovani pomoci metody loess) nebo funkci s (pro vyhlazovani
metodou kubického spline-u). Pii volani funkce gam zaddvame obvykle také parametr
family se stejnymi moznostmi jako u funkce g/m, protoze jsme ale v naSem piiklad¢
vychézeli z klasického linearntho modelu pro logaritmovanou koncentraci ozénu,
nemuseli jsme parametr family pro ptfedpokladanou Gaussovu distribuci zadavat. Piesto
by ale bylo lepSim (i kdyz ne nutné¢ vyrazn¢ odliSnym) feSenim hodnoty koncentrace
nelogaritmovat a pii pouziti funkce gam zadat family=Gamma(link=log). Volba
parametru span (ktery odpovida hodnoté « pro loess smoother uzivany béhem backfitting
procedury k definici hladkych ¢lenti /o) zajistila velmi hladké, jednoduché kiivky, z nichz
kazda ma slozitost odpovidajici zhruba 1.5 stupné volnosti (viz pokles residudlniho poctu
DF ze 110 na (zaokrouhlen¢) 107 DF, ktery zobrazuje funkce summary).
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Ve vystupu funkce summary je zajimava i zavérecna cast, ve které je tabulka, ktera na
prvy pohled vypada jako test signifikance jednotlivych ¢lentt modelu. Nicméné testy
v této tabulce se vztahuji k jiné, konkrétnéjsi hypotéze: sloZitost kazdého ze ¢lenti (dvou
v nasem piiklad€) je rozd€lena na linearni ¢ast (které vzdy odpovida jeden stupen
volnosti) a nelinearni zbytek (zbyla cast "slozitosti" Clenu, vyjadfena pomoci stupii
volnosti). Pfedmétem testu je praveé nelinedrni ¢ast a mizeme tedy (s urcitou nepiesnosti)
fici, ze testujeme signifikanci nelinearnosti dané¢ho Clenu. Zavér v nasem konkrétnim
piipad¢ by tedy byl, ze zatimco popsany vztah k proménné temperature neni prikazné
odlisSny od parametrického linearniho vztahu, zavislost na rychlosti vétru (wind) je
slozit&j$i nez linedrni vztah. Je ale tfeba dodat, Ze test je vzdy provadén proti linearni
parametrické zavislosti, napiiklad zavislost v podobé parametrického polynomu druhého
stupné neni uvazovana.

Grafické znazornéni GAM

Nez se rozhodneme o piipadném zjednoduseni modelu gam.! (s ohledem na vysledek
testu pro proménnou temperature), podivejme se na jeho grafickou podobu — to je jediny
uspokojivy nastroj pro popis zobecnénych aditivnich modelt:

> par (mfrow=c(1,2))

> plot(gam.1l, resid=T, rug=T, se=T)

> par (mfrow=c(1,1))

Parametr resid=T ve volani funkce plot zplsobil vyneseni parcialnich residualii do obou
diagrami, diky parametru se=T7 jsou vyneseny konfiden¢ni intervaly kiivek a parametr
rug=T zase poskytuje, v podobé "strniSt¢" na wvnitini Casti x-ové osy, informaci
o hodnotach, které pro ob¢ vysvétlujici proménné mame k dispozici. Vysledné dva
diagramy jsou v Obr. 35.
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Obsah diagrami (obvykle volby, které jinak piredavame funkci plot jako parametry)
muzeme definovat také interaktivn€, pomoci jednoduchého menu, které funkce plot
zobrazuje, pokud zvolime parametr ask=T7):

> plot (gam.1l,ask=T)
Make a plot selection (or 0 to exit):

1: plot: lo(temperature, span = 1)
2: plot: lo(wind, span = 1)

3: plot all terms

4: residuals on

5: rug off

6: se on

7: scale (0)

Selection: 4

Make a plot selection (or 0 to exit):

1: plot: lo(temperature, span = 1)
2: plot: lo(wind, span = 1)

3: plot all terms

4: residuals off

5: rug off

6: se on

7: scale (0)

Selection: 6

Make a plot selection (or 0 to exit):

1: plot: lo(temperature, span = 1)
2: plot: lo(wind, span = 1)

3: plot all terms

4: residuals off

5: rug off

6: se off

7: scale (0)

Selection: 2

Plots performed:

lo(wind, span = 1)
3.97399

Make a plot selection (or 0 to exit):
plot: lo(temperature, span = 1)
plot: lo(wind, span = 1)

plot all terms

residuals off

rug off

se off

scale (0)

\IO\U'\b()JI\)D—‘

Selection: O

Abychom pochopili, jak toto menu spravné uzivat, musime si uvédomit, ze text piikazii
nam ukazuje, ¢eho ptisluSnou volbou dosdhneme. Nejprve jsme piikazem 4 zvolili, Ze se
budou residualy vynaSet (v dalSim zobrazeni menu se proto zmeénil text piikazu na
"residuals off" — jeho opétovnym zvolenim bychom tedy dosahli "vypnuti" residual).
Pak jsme piikazem 6 zvolili zobrazeni konfiden¢nich intervali a nakonec jsme volbou
ptikazu 2 dosahli vyneseni diagramu pro Clen, popisujici efekt rychlosti vétru. V tomto
ptipadé nam funkce plot také zobrazila ¢iselnou hodnotu, odpovidajici skale svislé osy,
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kterd byla ve vytvofeném diagramu pouzita. Pokud bychom chtéli i pro dalsi diagramy
pouzit stejnou Skalu, mohli bychom tuto hodnotu ptedvolit pro dalsi diagramy
ptikazem 7. Misto toho jsme ale praci s menu ukoncili ptikazem 0.

Slozitéjsi diagramy mtzeme vytvaret za pouziti funkci residuals, fitted, predict, podobné
jako u jinych typt regresnich modelt.

Slozitost hladkého ¢lenu v GAM

Pii fitovani modelu gam.l jsme pouzili loess smoother, u kterého se slozitost ¢lenu
zadavéa kombinaci parametrii span a degree. Druhy z nich odpovidd parametru A loess
modelu a svoji hodnotou — 1 nebo 2 — tedy urcuje, zda se pfi fitovani pouziva lokalni
vazena pirimka nebo lokalni vazeny polynom druhého stupné. Obvyklejsi je ale
u zobecnénych aditivnich modeltt pouziti jiné hladké funkce - kubického splinu
[“splajnu’]. Jeho uziti volime nahrazenim /o pismenem s ve vzorci modelu a slozitost se
zadava piimo stupni volnosti — parametrem df. Jeho hodnotou nemusi byt celé Cislo.
Nasledujici prikaz nafituje pro nase data GAM se (skoro) stejnou slozitosti obou ¢lenii
modelu, ale s uzitim kubickych splinti:

> gam.2<-gam(ozone~s (temperature,df=1.5)+s (wind,df=1.5) ,data=environmental)

I pro tento model dava test neparametrické (nelinedrni) Casti Clend, ktery zobrazuje
funkce summary, podobny zavér (vystup vynechan) jako pii uziti loess kiivek, tedy ze
vliv teploty mtize byt popsan linearn€¢. Model proto prefitujeme takto:

> gam.3<-update (gam.2, .~temperature+s (wind, df=1.5))

> anova (gam.2,gam.3,test="F")
Analysis of Deviance Table

Model 1: ozone ~ s(temperature, df = 1.5) + s(wind, df = 1.5)

Model 2: ozone ~ temperature + s(wind, df = 1.5)

Resid. Df Resid. Dev Df Deviance F Pr (>F)
1 106.99999 31.658
2 107.50000 31.905 -0.50001 -0.247 1.6673 0.1812

Funkce anova ndm umoznila, pomoci parcialniho F-testu hodnoticiho zménu deviance,
testovat rozdil mezi pivodnim modelem gam.2 a modelem gam.3, ve kterém vystupuje
teplota v linearni podob¢€. Mezi obéma modely neni prikazny rozdil, proto ddme piednost
jednodussimu gam.3. Miize nas napadnout zkusit pokracovat v dalSim zjednoduSovani
modelu, tedy:

> gam.4<-update (gam.2, .~temperature+wind)

nicméné nasledny test ukazuje, zZe odstranéni nelinearni slozky v efektu rychlosti vétru
kvalitu modelu zhorsi:

> anova (gam.3,gam.4, test="F")
Analysis of Deviance Table

Model 1: ozone ~ temperature + s(wind, df = 1.5)
Model 2: ozone ~ temperature + wind

Resid. Df Resid. Dev Df Deviance F  Pr (>F)
1 107.5 31.905
2 108.0 32.945 -0.5 -1.040 7.0086 0.02515 *

Naopak miize byt zajimavé se podivat, jak si vede model, ve kterém umoznime pruzné;si
(slozitg€jsi) vliv rychlosti vétru na koncentraci ozoénu, napiiklad takto:
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> gam.5<-update (gam.3, .~temperature+s(wind,2))
> anova (gam.3,gam.5, test="F")
Analysis of Deviance Table

Model 1: ozone ~ temperature + s(wind, df = 1.5)
Model 2: ozone ~ temperature + s (wind, 2)

Resid. Df Resid. Dev Df Deviance F  Pr (>F)
1 107.50000 31.905
2 106.99998 31.369 0.50002 0.535 3.6517 0.07916 .

Zmeéna v residualni devianci sice neni obrovska, ale vzhledem ke zvySeni slozitosti jen
o pul stupné volnosti je téméf prikazna.

To nam ukazuje obecnou slabinu zobecnénych aditivnich modelt. K jiz velké pruznosti
(zobecnénych) linedrnich modelli pfibyva nutnost dalsi volby, vyplyvajici z plynulé
zmény slozitosti (a tim 1 kvality) hladkych c¢lent pro kazdou z vysvétlujicich
proménnych. Tato pruznost na jedné stran€¢ umoziuje vybrat co nejlepsi popis vztaht
mezi proménnymi, na druhé stran€ je dosti obtizné, v ptipadé vétsiho poctu prediktort
skoro nemozné, najit optimalni kombinaci prediktorti — které pouzit a s jakou slozitosti
popisu jejich vlivu na vysvétlovanou proménnou. Pomoc s timto problémem nabizi
automatizovany nastroj pro vybér modelu — funkce step modifikovana pro zobecnéné
aditivni modely.

Funkce step.gam

Tato funkce predstavuje vitané rozsifeni funkce step, kterou jsme poznali u klasickych
linedrnich modelt a u GLM. Snazi se zménit zadany vychozi model, a pro kazdy
z potencidlnich prediktort se rozhoduje — v uzivatelem zadaném sledu - o sloZitosti jeho
vlivu, pficemz Uplnéa absence prediktoru je obvykle uzivanou krajni moznosti v kazdém
takovém sledu. Tento abstraktni popis snad ¢tenar pochopi 1épe z praktického ptikladu:
scope.l<-list (temperature=~lt+temperature+s (temperature,1.5)+s (temperature,?2)+
s (temperature, 4), wind=~l+wind+s(wind,1.5)+s(wind,2)+s(wind, 4))
gam.0<-gam(ozone~+1,data=environmental)

> gam.final<-step.gam(gam.0, scope=scope.l)
Start: ozone ~ +1; AIC= 286.0267

VvV + Vv

Trial: ozone ~ temperature + 1; AIC= 198.2116

Trial: ozone ~ 1 + wind; AIC= 246.9945

Step : ozone ~ temperature ; AIC= 198.2116

Trial: ozone ~ s (temperature, 1.5) + 1; AIC= 197.5533

Trial: ozone ~ temperature + wind; AIC= 188.1721

Step : ozone ~ temperature + wind ; AIC= 188.1721

Trial: ozone ~ s (temperature, 1.5) + wind; AIC= 188.0268
Trial: ozone ~ temperature + s(wind, 1.5); AIC= 185.6114

Step : ozone ~ temperature + s(wind, 1.5) ; AIC= 185.6114
Trial: ozone ~ 1 + s(wind, 1.5); AIC= 241.9764

Trial: ozone ~ s (temperature, 1.5) + s(wind, 1.5); AIC= 185.7499
Trial: ozone ~ temperature + s(wind, 2); AIC= 184.7333

Step : ozone ~ temperature + s(wind, 2) ; AIC= 184.7333

Trial: ozone ~ 1 + s(wind, 2); AIC= 239.8881

Trial: ozone ~ s (temperature, 1.5) + s(wind, 2); AIC= 184.995
Trial: ozone ~ temperature + s(wind, 4); AIC= 185.4202
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V prvém piikazu jsme vytvofili proménnou, kterd nam pro kazdy potencialné pouzitelny
prediktor definuje rozsah moznosti (regimen), v jaké podob¢ se miize prediktor v modelu
pouzit. Tuto proménnou (seznam, ktery ma tolik polozek, kolik mame potencialnich
prediktort) uzivame ve funkci step.gam jako hodnotu pro parametr scope.

Vybér modelu za¢ind od nulového (gam.0), ve kterém neni zadny prediktor pouZit.
Funkce step.gam se snazi pro kazdy prediktor zménit podobu jeho zastoupeni v modelu,
ato vybérem jednoho z ¢lenii jemu odpovidajiciho vzorce definovaného v parametru
scope. Pravidlem je, Ze se funkce mlize v ramci jednoho kroku pokouset zménit slozitost
kazdého z prediktori pouze posunem k nésledujicimu nebo predchozimu vyrazu vzorce.
To napftiklad pro prvni krok znamena, ze funkce step.gam zkousi ptidat linearni podobu
pro temperature nebo wind. Vybran byl linearni ¢len pro temperature, protoze ten vedl
k nejvétsimu poklesu hodnoty AIC. V dalsim kroku zkousi step.gam bud "zeslozitit"
zavislost na temperature nebo piidat linearni zavislost na proménné wind, a tato druha
zmeéna je nakonec vybrana. V nasledujicim kroku zkousi step.gam opét slozitejsi (DF 1.5)
moznost. V tomto okamziku tedy model vypada takto: ozone~temperature+s(wind, 1.5).
V dalsim kroku pak zkousi step.gam odebrat Gplné proménnou temperature (posun
v jejim vzorci doleva), zvysit slozitost efektu této proménné (posun Vv jejim vzorci
doprava), resp. zvysit slozitost efektu proménné wind (posun v jejim vzorci doprava —
posun doleva neméd smysl, protoze tim by se funkce jenom vratila o krok zpatky).
Nejlepsi variantou je — podle hodnoty AIC - zvySeni slozitosti efektu wind. Funkce
step.gam zkousi jesté dalsi krok, nicméné vSechny varianty maji AIC vyssi nez vysledek
predchoziho kroku a funkce se proto zastavi.

Vysledny model je ulozen do objektu gam.final, se kterym mizeme pracovat jako se
standardnim objektem vracenym funkci gam. Nicméné&, obsahuje také dal$i informace —
predevsim polozku anova, ktera stru¢né popisuje sekvenci vybéru:

> gam.final$anova

Stepwise Model Path
Analysis of Deviance Table

Initial Model:
ozone ~ +1

Final Model:
ozone ~ temperature + s (wind, 2)

Scale: 0.749727

From To Df Deviance Resid. Df Resid. Dev AIC
1 1.000 1.000 110.00000 82.470 286.027
2 1.000 4.000 -1.00000 -45.751 109.00000 36.719 198.212
3 1.000 5.000 -1.00000 -3.774 108.00000 32.945 188.172
4 3.000 2.000 -0.50000 -1.040 107.50000 31.905 185.611
5 2.000 3.000 -0.50002 -0.535 106.99998 31.369 184.733

Zobrazeni odezvového povrchu GAM

Nas vysledny model miizeme vynést také jako odezvovy povrch, postupem obdobnym
tomu, ktery jsme si ukézali jiz na konci druhé kapitoly.

> lapply(environmental[,3:4], range)

94



Stemperature
[1] 57 97

Swind

[11 2.3 20.7

> env.pred<-list (temperature=seq(57,97,by=1),wind=seq(2,21,by=1))

> fit.l<-predict(gam.final,expand.grid(env.pred), type="response")

> wireframe (fit.l~temperature*wind, data=expand.grid(env.pred),bdrape=T,
+ zlab="ozone")

Vysledny perspektivni pohled na odezvovych povrch je v ndsledujicim Obr. 36.
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6 Analyza prezivani

Regresnimi modely analyzy prezivani (survival analysis) se snazime popsat délku zivota
jedinct nebo dobu trvani urcité udalosti. Tyto délky nebo doby se obvykle snazime
vysvétlit bud’ prislusnosti jedince ¢i udalosti k urcité skupin€ (tj. hodnotou néjakého
faktoru) nebo 1 kvantitativnimi vysvétlujicimi proménnymi.

Motivacni priklad
> seedlings<-read.delim("clipboard")

> summary (seedlings)

species place day died
AM:10 les :15 Min. : 7.00 Min. :0.0000
HL:10 pole:15 1st Qu.:37.75 1st Qu.:0.0000
PL:10 Median :63.00 Median :1.0000
Mean :52.30 Mean :0.5667
3rd Qu.:70.00 3rd Qu.:1.0000
Max. :70.00 Max. :1.0000

Data pochézeji z pilotni studie, ve které bylo zjistovano, jak dlouho piezivaji semenacky
lu¢nich rostlin, vykli¢ené ve skleniku a vysazené do lu¢niho porostu, a také jak se toto
prezivani lisi v riznych mistech louky (misto oznacené "les” bylo vyrazné sussi, s nizsi
biomasou - a tim 1 zastinem - okolni vegetace, misto "pole” bylo ve vyssi lucni vegetaci,
s vét8i pudni vlhkosti i obsahem Zivin). Semenacky tfi druhl rostlin (febficek AM,
medynék HL a jitrocel PL) byly vysazeny na konci bfezna na kazdé z obou mist vzdy
v poctu péti jedinct a jejich osud byl sledovan pti pravidelnych tydennich navstévach
lokality. Pokud semenacek nebyl pii kontrole nalezen nebo byl mrtvy, zaznamenal se ¢as
(pocet dni od zacatku pokusu), ve kterém ke smrti ¢i zmizeni doslo (ten mohl byt ve
skutecnosti krat§i — presnost je urCena cetnosti navstév). Tyto semenacky maji
v proménné died hodnotu 1. Pokus byl ukoncen po deseti tydnech a vSechny semenécky,
které byly k tomuto datu zivé, maji v proménné day hodnotu 70 a v proménné died
hodnotu 0. V tomto druhém piipadé jde o tzv. cenzorovana (censored) pozorovani
a takové ptipady se vyskytuji v analyze pifezivani velmi Casto. V naSem pfipad¢ Slo
o nejtypictéjsi (a z praktického hlediska analyzy nejpiijatelnéjsi) druh cenzorovani, tzv.
cenzorovani zprava (right censoring). Pokud bychom semenacky nevysazovali ve
znamy den, ale sledovali bychom v pfirod¢ vykli¢ené jedince, u kterych piesné stari ve
dnech nezname, méli bychom v pfipad€, ze zaznamename alesponn datum jejich smrti,
tzv. cenzorovani zleva (left censoring). Ttfeti moznost - intervalové cenzorovani - vétSina
znamych metod analyzy ptezivani nepodporuje.

Funkce prezivani

Zacnéme nejprve grafickym shrnutim nasich dat. Vzhledem k tomu, Ze nas zajima délka
zivota jedincl, méli bychom se nejspiSe soustfedit na distribuci hodnot téchto délek,
nicméné misto této distribucni funkce se obvykle pouziva jiny typ znazornéni, jak brzo
uvidime. Chceme-li vlastnosti dat shrnout, musime nejprve nafitovat jednoduchy model
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prezivani. Funkce survfit je, podobné jako ostatni metody analyzy piezivani, dostupna

v knithovné survival:

> library(survival)

> sf.l<-survfit (Surv(day,died)~+1,data=seedlings)

Pomoci nasledujiciho kédu si vytvofime nejcastéji pouzivany typ grafu, vysledek je

v Obr. 37.

> plot(sf.1,xlab="days",ylab="5(t)")

e
-

0.8

0.6

S(t)

0.4

0.2

days

Obr. 37

50

60 70

Schodovité sestupujici kiivka zndzornéna plnou carou predstavuje odhad tzv. funkce
prezivani (survival function, nékdy téz survivor function). Tato funkce ndm pro danou
dobu zivota semenacku v porostu (kterou lze odecCist na horizontalni ose) ukazuje (na
svislé ose) pravdépodobnost, ze se semenacek dan¢ho veéku dozije. Odhady hodnoty
funkce pro rtizné ¢asy, ve kterych byla pozorovana zména v poctu zijicich semenacki (t;.
pro Casy kontrol), jsou spocteny tzv. Kaplan-Meierovou metodou a Ize k nim také
vypocitat jejich standardni chybu. Jakym zplisobem jsou hodnoty fukce prezivani
z nasich dat spocteny? Odpovéd’ nam da funkce summary, aplikovana na objekt sf./:

> summary(sf.1l)

time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI

7 30 1 0.967 0.0328 0.
15 29 1 0.933 0.0455 0
21 28 3 0.833 0.0680 0
29 25 1 0.800 0.0730 0
36 24 2 0.733 0.0807 0
43 22 4 0.600 0.0894 0
56 18 2 0.533 0.0911 0
63 16 3 0.433 0.0905 0
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Obecny vzorecek pro vypocet S(z) v ¢ase ¢ je tento:

IR s L ORI

1<t r(t,)
kde r(t;) je pocet jedincu, ktefi stale prezivaji v Case # (tj. jsou vystaveni riziku), d(t;) je
pocet umrti (deaths), kterd byla pozorovéana od pfedchoziho uvazovaného ¢asu do Casu ¢,.
Velké pismeno IT oznacuje soucin. Prvni umrti — popsané v prvém fadku tabulky funkce
summary (jde o umrti jednoho semenacku, viz hodnota ve sloupci n.event) nastalo mezi
dnem 0 a 7, ptedchozi Casy nejsou, takze odhad S(t=7) je (30-1)/30=0.967. V Case 15 dni
bylo zaznamenano dal§i umrti, proto dosavadni hodnotu funkce S (0.967) nasobime
pomérem (29-1)/29=0.9655, vysledek S(t=15) je tedy 0.967*0.9655=0.933, atd.
Standardni chyba téchto odhadd je funkci survfit obvykle® pogitina tzv. Greenwood-
ovou metodou.

Pokud bychom popsali distribuci hodnot délek Zivota ¢ pomoci kumulativni distribu¢ni
funkce (kterou miizeme oznacit F(?)), vyjadfovala by tato funkce, pro danou hodnotu
délky Zivota ¢, pravdépodobnost, ze se ndhodné vybrany jedinec dozije takovéhoto nebo
niz8iho véku (tj. ze zemie nejpozdéji v Case ¢). Funkce F(?) tedy — na rozdil od funkce
prezivani — roste od nuly do jednicky zleva doprava a mezi t€mito dvéma funkcemi je
jednoduchy vztah:

S@t)=1-F(1)

Hodnotu kumulativni distribu¢ni funkce vypocteme (obecné, ne jen v piipadé ¢asovych
délek) integraci tzv. densitni distribu¢ni funkce, kterou oznaCime jako f(#) a ktera
vyjadiuje pravdépodobnost, Ze se nahodné zvoleny semenacek dozije pravé dané¢ho stari.
Kombinaci f(#) a S(¢) 1ze definovat jinou veliinu, kterd se v analyze pfezivani Casto
pouziva, a to miru rizika:

AU

A1) S0

Mira rizika (hazard rate), A(z), je definovana jako pravdépodobnost, ze jedinec zemie
v Case ¢, pokud se mu jiz podafilo ¢asu ¢ dozit. Je-li tato definice pro Ctenate ptilis slozita,
doporucuji A(t) interpretovat jako okamzité riziko umrti v daném veku. Pokud bychom
sledovali rostliny (¢i zivoCichy) béhem jejich celého zivotniho cyklu, mizeme
predpokladat bud’ rlst tohoto rizika u starSich jedinci nebo niz8i hodnoty ve stfednim
veéku a s vys$Sim rizikem v mladi a/nebo ve staii). V piipad¢ naSich semenackli mizeme
ocekavat bud’ konstantni miru rizika nebo jeji zvySenou hodnotu A(?) v poc¢atecnich dnech
¢i tydnech, nez se semenacek po piesazeni "uchyti". I pro miru rizika lze definovat
kumulativni funkci (cumulative hazard rate), kterd se oznacuje velkym pismenem lambda
a je definovana takto:

A(t) = jxl(t)dt = —log S(t)

¥ Pokud funkci survfit pouzijeme pro fitovany Coxiiv model (viz dale v této kapitole), je k odhadu chyb
pouzivana Tsiatis-ova metoda.
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Druhy zpiisob definice A, tj. jako zaporny logaritmus funkce pfezivéni, je vyznamny ze
dvou ditvodii. Prvnim je, ze vede k mySlence vynaseni hodnot funkce S(?) na logaritmické
Skale. Takto skalované funkce prezivani pak lze porovndvat se tiemi teoretickymi typy,
znamymi z ucebnic populacni ekologie: Typ I se zvySenou mortalitou v pozdnich fazich
zivota, Typ III se zvySenou mortalitou v juvenilnich fazich, a Typ II s konstatni
mortalitou, ktery je v grafu s logaritmovanou funkci ptezivani znazornén klesajici
pfimkou. Pokud chceme vynést graf s logaritmovanou funkci piezivani, provedeme to
takto (vysledny diagram nezobrazen):

> plot(sf.l,xlab="days",ylab="1log Survival curve\nlog(S(t))", log=T)

Druhym divodem vyznamnosti kumulativni miry rizika je to, ze piimy odhad
Aumoznuje alternativni zplsob odhadu funkce pfezivani, ato tzv. Fleming-
Harringtonovou metodou. V ni se nejprve nezavisle odhadne kumulativni mira rizika
(tzv. Nelsontv odhad):

~ d(t.

kde smysl d(t;) a r(t;) je stejny jako u Kaplan-Meierova odhadu S(?). Funkce pfezivani je
pak vypoctena takto:

SFH ()y=e ™

Odhady funkce S(?) zaloZzené na Kaplan-Meierovu resp. na Fleming-Harringtonovu
postupu jsou obecné shodné, 1isi se ale v piipadé vyskytu shodnych délek zivota (dob
trvani jevil) u vice pfipadl (coZ nastava i u nasich semenacki, kde naptiklad v Case 21
dni odumfeli tii jedinci). Odlisnosti odhadti miizeme zjistit porovnanim vyse uvedeného
vystupu z funkce survfit s timto:

> sf.2<-survfit (Surv(day,died)~+1, type="flem",data=seedlings)

> summary (sf.2)
Call: survfit(formula = Surv(day, died) ~ +1, data = seedlings, type = "flem")

time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI

7 30 1 0.967 0.0328 0.905 1.000
15 29 1 0.934 0.0456 0.849 1.000
21 28 3 0.839 0.0685 0.715 0.985
29 25 1 0.807 0.0736 0.674 0.965
36 24 2 0.742 0.0817 0.598 0.921
43 22 4 0.619 0.0922 0.462 0.829
56 18 2 0.554 0.0946 0.396 0.774
63 16 3 0.459 0.0958 0.305 0.691

Rozdily v prezivani mezi skupinami

V dosavadni diskusi jsme ignorovali skutecnost, Ze naSe semenacky patii k rGznym
druhtim a také byly vysazeny do rizn¢ riskantnich podminek. Z celkové kiivky pfezivani
muzeme tedy usoudit, ze pokud pobézi nas pokus napt. 5 tydni (a experimentalni
manipulace nezméni miru rizika), bude na konci pokusu zhruba polovina vysazenych
semenackl ziva (konfiden¢ni interval pro pravdépodobnost pieziti do 36. dne je 0.591-
0.910 podle Kaplan-Meirova/Greenwoodova odhadu). Nicméné, pokud by se kiivka
prezivani lisila mezi tfemi srovnavanymi druhy, méli bychom pro vice citlivy druh
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vysadit vice nez jen dvojnasobek zadaného poctu opakovani, kterda nam maji prezit do
konce pokusu. Jak rozdily v piezivani mezi druhy (nebo mezi dvéma stanovisti pokusné
louky) otestovat? Pro porovnani kiivek pfezivani mezi dvéma nebo vice skupinami slouzi
funkce survdiff, kterou lze pouzit takto:

> survdiff (Surv (day,died) ~species,data=seedlings)
Call: survdiff (formula = Surv(day, died) ~ species, data = seedlings)

N Observed Expected (0O-E)"2/E (0O-E)"2/V

species=AM 10 6 5.83 0.00467 0.00776
species=HL 10 5 6.34 0.28331 0.49334
species=PL 10 6 4.82 0.28626 0.43699

Chisg= 0.6 on 2 degrees of freedom, p= 0.731

Pozorované poéty udalosti (umrti semenadkil) jsou pomoci y® testu porovnavany
s o¢ekavanym poctem, ktery predpovida funkce pfezivani fitovana podle nulové
hypotézy — tj. pro vSechny tfi skupiny spolecné. Funkce survdiff ale nabizi vice testt,
konkrétni typ je urcen zvolenou hodnotou parametru rho. Implicitni hodnota rho=0,
pouzita v nasem vyse uvedeném piikladu, vede k tzv. Mantel-Haenszelovu (nebo téz log-
rank) testu. Pokud chceme v testu zduraznit rozdily v pocatecnich fazich kiivky piezivani
(tj. pro kratké Casy zivota), 1ze pouzit tzv. Peto test, a to s pouzitim hodnoty rho=1:

> survdiff (Surv(day,died) ~species,data=seedlings, rho=1)

Call:
survdiff (formula = Surv(day, died) ~ species, data = seedlings,
rho = 1)
N Observed Expected (O-E)"2/E (O-E)"2/V
species=AM 10 4.37 4.47 0.00224 0.00464
species=HL 10 3.47 4.80 0.37037 0.80290
species=PL 10 5.10 3.67 0.56030 1.06292

Chisg= 1.3 on 2 degrees of freedom, p= 0.53

Vidime, Ze ani takto neni rozdil mezi druhy prikazny. Pokud se podivame na rozdily
mezi dvéma stanovisti (efekt faktoru place), dostdvame odlisné vysledky:

> survdiff (Surv(day,died) ~place,data=seedlings)

Call:

survdiff (formula = Surv(day, died) ~ place, data = seedlings)
N Observed Expected (0O-E)"2/E (0O-E)"2/V

place=les 15 12 7.08 3.41 6.45

place=pole 15 5 9.92 2.44 6.45

Chisg= 6.5 on 1 degrees of freedom, p= 0.0111

Semenacky tedy pfezivaji na suSSim stanovisti (les) vyrazné¢ mén€ nez na stanovisti
druhém (pole). Nase vysledky by proto bylo lepsi popsat dvéma kiivkami piezivani,
odd¢len¢ fitovanymi pro tyto dvé skupiny:

> sf.2<-survfit (Surv(day,died)~place,data=seedlings)
> plot(sf.2,xlab="days",ylab="S(t)",
+ col=c("red","green"), legend.text=c("Les","Pole"))
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Z Obr. 38 vidime, ze pokud vynaSime do diagramu vice nez jednu kiivku ptezivani,
funkce plot je nedopliiuje konfidenénimi regiony (v ptipadé dvou kiivek by to znamenalo
celkem Sest Car v obrdzku). S trochu usili je ale mozné si jejich pfitomnost v grafu
vynutit.

Jesté bych rdd ctenare upozornil na to, ze funkce survdiff prezentuje vysledky
oboustraného testu nulové hypotézy. Pokud ale porovnavame naptiklad kontrolni skupinu
se skupinou, u kterého by mél experimentalni zasah napt. snizovat miru rizika, meli
bychom pouzit jednostrany test. Toho dosahneme vydélenim zobrazené signifikance
dvéma, ovSem jen za situace, kdy je pozorovany pocet udalosti (umrti) nizsi (pro
manipulovanou skupinu) nez pocet ocekavany.

Coxuv model relativniho rizika

Pokud vysvétlujeme ptezivani jedinci pomoci faktorti, mizeme jejich vliv testovat
porovnanim kiivek prezivani, fitovanych pro jednotlivé skupiny, jak jsme si praveé
ukazali. Pokud ale chceme studovat vliv vice faktori najednou nebo pokud mame jednu
nebo vice kvantitativnich vysvétlujicich proménnych, s timto pfistupem jiz nevystac¢ime.
Miuzeme ale Casto pouzit tzv. Coxtiv model relativniho rizika (Cox proportional hazard
model, dale jen Coxtiv model). Nulovy Coxtv model piedpoklada, ze vsSechna
pozorovani lze spolecné popsat kiivkou vyjadiujici miru rizika A(?) pro rizné¢ doby trvani
zivota t. Tato kfivka nema piedem dany tvar, jde o neparametricky odhad a piedstavuje
tzv. referencni kiivku relativniho rizika (baseline hazard rate curve), A4y. Pokud maji
nékteré vysvétlujici proménné x; vliv na piezivani jedinci, 1ze jej popsat nasledujicim
zpusobem:

Ax,,0)= A, (t)e"

kde 7 je — podobné jako u GLM - linedrni prediktor, tedy linedrni kombinace
vysvétlujicich proménnych:
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Vzhledem k tomu, ze prediktory ovliviluji miru rizika ndsobné pfes exponencielu, byva
zvykem vyjadiovat tyto vlivy v podob¢ exp(f3), a v této podob¢ pak koeficient vyjadiuje,
kolikrat se zméni referencni mira rizika™ s jednotkovou zménou piislusné vysvétlujici
proménné.

Takto popsany model Ize zménit pfidanim parametru strata do vzorce modelu — tento
parametr urcuje rozdéleni pozorovani do skupin (na zékladé jednoho nebo vice faktort)
a referen¢ni kiivka relativniho rizika je pak fitovana pro kazdou skupinu zvlast.

Jako ptikladova data pouzijeme udaje, které jsou soucasti package survival, a popisujici
piezivani pacientii s diagn6zou rakoviny plic:

> data (cancer)
> summary (cancer)

inst time status age
Min. : 1.00 Min. : 5.0 Min. :1.000 Min. :39.00
1st Qu.: 3.00 1st Qu.: 166.8 1st Qu.:1.000 1st Qu.:56.00
Median :11.00 Median : 255.5 Median :2.000 Median :63.00
Mean :11.09 Mean : 305.2 Mean :1.724 Mean :62.45
3rd Qu.:16.00 3rd Qu.: 396.5 3rd Qu.:2.000 3rd Qu.:69.00
Max. :33.00 Max. :1022.0 Max. :2.000 Max. :82.00
NA's : 1.00

sex ph.ecog ph.karno pat.karno
Min. :1.000 Min. :0.0000 Min. : 50.00 Min. : 30.00
1st Qu.:1.000 1st Qu.:0.0000 st Qu.: 75.00 1st Qu.: 70.00
Median :1.000 Median :1.0000 Median : 80.00 Median : 80.00
Mean :1.395 Mean :0.9515 Mean : 81.94 Mean : 79.96
3rd Qu.:2.000 3rd Qu.:1.0000 3rd Qu.: 90.00 3rd Qu.: 90.00
Max. :2.000 Max. :3.0000 Max. :100.00 Max. :100.00

NA's :1.0000 NA's : 1.00 NA's : 3.00
meal.cal wt.loss

Min. : 96.0 Min. :=24.000
1st Qu.: 635.0 1st Qu.: 0.000
Median : 975.0 Median : 7.000
Mean : 928.8 Mean : 9.832
3rd Qu.:1150.0 3rd Qu.: 15.750
Max. :2600.0 Max. : 68.000
NA's : 47.0 NA's : 14.000

V nasi analyze se zaméfime jen na nékteré z moznych prediktorti a jejich vyznam zde
struéné popisuji: time udava délku zivota pacienta ve dnech, status udava zpisob, kterym
pro daného pacienta pozorovani skoncilo (1=cenzorovano zprava, tj. pacient nezemiel,
ale nebyl jiz dale sledovan; 2=smrt). Je vidét, ze jde o alternativni kodovéani rozdilu mezi
cenzorovanim a udélostmi (hodnoty 1-2 misto 0-1). Proménna age udava stafi pacienta
v letech, sex koduje jeho pohlavi, ph.ecog predstavuje standardizovanou diagnostickou
charakteristiku, zalozenou na rGznych meéfenich na pacientovi. Proménné ph.karno
a pat.karno vyjadiuji relativni schopnost pacienta vykonavat bézné kazdodenni ¢innosti,
pficemz tato schopnost (na Skale 0-100) je posuzovana bud’ lékatem (ph.karno) nebo
samotnym pacientem (pat.karno).

30 7y, pro hodnotu >1, ¢i zmensi, pro hodnotu <1
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K vybéru vhodného modelu muZzeme pfistupovat dvojim zpusobem: bud’ mizeme
nafitovat plny model a nasledné odstranit vysvétlujici proménné s neprikaznymi efekty,
nebo mizeme zacit od nulového modelu a ten eventuelné obohatit metodou postupného
vybéru, s pouzitim funkce stepAIC*', ktera je definovana v package MASS. Ukazeme si
oba postupy. Nejprve ale musime zacit odstranénim chybé&jicich udajh, které v datech
mame:

> cancer.x<-na.omit (cancer)

Coxtiv model fitujeme pomoci funkce coxph. V piipadé nulového modelu (bez
prediktori) vypada jeji pouziti takto:

> ph.0<-coxph (Surv (time, status)~+1,data=cancer.x)

Volbu modelu pomoci funkce stepAIC provedeme nasledovné:

> step.l<-stepAIC (ph.0, ~agetsex+ph.ecogt+ph.karnotpat.karno)
Start: AIC= 1016.23
Surv(time, status) ~ +1

Df AIC
+ ph.ecog 1 1005.8
+ pat.karno 1 1009.4
+ sex 1 1012.0
+ age 1 1014.7
+ ph.karno 1 1015.0
<none> 1016.2

Step: AIC= 1005.82

Surv (time, status) ~ ph.ecog

Df AIC
+ sex 1 1000.8
+ ph.karno 1 1005.7
<none> 1005.8
+ pat.karno 1 1006.5
+ age 1 1007.0
- ph.ecog 1 1016.2

Step: AIC= 1000.75

Surv (time, status) ~ ph.ecog + sex
Df AIC
+ ph.karno 1 1000.1
<none> 1000.8
+ pat.karno 1 1001.9
+ age 1 1002.2
- sex 1 1005.8
- ph.ecog 1 1012.0
Step: AIC= 1000.07
Surv (time, status) ~ ph.ecog + sex + ph._karno
Df AIC
<none> 1000.1

+ pat.karno 1 1000.7
- ph.karno 1 1000.8
+ age 1 1000.8

3! funkce step, kterou jsme uzivali dtive, zde nebude fungovat
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- sex 1 1005.7
- ph.ecog 1 1011.0

Probéhly postupny vybéru 1ze shrnout i ndsledovné:

> step.l%anova
Stepwise Model Path
Analysis of Deviance Table

Initial Model:
Surv (time, status) ~ +1

Final Model:

Surv (time, status) ~ ph.ecog + sex + ph.karno

Step Df Deviance Resid. Df Resid. Dev AIC
1 167 1016.2336 1016.234
2 + ph.ecog 1 12.408747 166 1003.8249 1005.825
3 + sex 1 7.073454 165 996.7514 1000.751
4 + ph.karno 1 2.678999 164 994.0724 1000.072

Vidime, Ze posledni krok (pfidani prediktoru ph.karno) nesnizil AIC nijak podstatné.
Tomu odpovida i vysledek parametrického testu pro jednotlivé prediktory:

> summary (step.1l)

Call:
coxph (formula = Surv(time, status) ~ ph.ecog + sex + ph.karno,
data = cancer.x)
n= 167
coef exp(coef) se(coef) Z P

ph.ecog 0.7492 2.115 0.2118 3.54 0.00041
sex -0.5314 0.588 0.1973 -2.69 0.00710
ph.karno 0.0178 1.018 0.0111 1.60 0.11000

exp (coef) exp(-coef) lower .95 upper .95
ph.ecog 2.115 0.473 1.397 3.204
sex 0.588 1.701 0.399 0.865
ph.karno 1.018 0.982 0.996 1.040
Rsquare= 0.124 (max possible= 0.998 )
Likelihood ratio test= 22.2 on 3 df, p=6.04e-05
Wald test =21.9 on 3 df, p=6.7e-05
Score (logrank) test = 22.3 on 3 df, p=5.72e-05

Nejvyznamnéj$Sim prediktorem je diagnostické skore ph.ecog, jeho kazdé zvyseni
o jednotku®? zvysuje miru rizika 2.115-krat. Vyznamny je i rozdil podle pohlavi pacienta.

Alternativni ptistup k vybéru modelu vypada takto:

> ph.all<-update (ph.0, .~age+sex+ph.ecog+ph.karno+pat.karno)

> summary (ph.all)

Call:
coxph (formula = Surv(time, status) ~ age + sex + ph.ecog + ph.karno +
pat.karno, data = cancer.x)
n= 167

32 hodnoty jsou v rozsahu 1-5, ale 5 znamené smrt a pacienty s hodnotou 4 jiz kliniky nepfijimaly
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coef exp(coef) se(coef) z P

age 0.01213 1.012 0.01147 1.06 0.2900
sex -0.51076 0.600 0.19805 -2.58 0.0099
ph.ecog 0.65801 1.931 0.22201 2.96 0.0030
ph.karno 0.02193 1.022 0.01146 1.91 0.0560
0 0

pat.karno -0.00856 .991 .00788 -1.09 0.2800

exp (coef) exp(-coef) lower .95 upper .95

age 1.012 0.988 0.990 1.035
sex 0.600 1.667 0.407 0.885
ph.ecog 1.931 0.518 1.250 2.984
ph.karno 1.022 0.978 0.999 1.045
pat.karno 0.991 1.009 0.976 1.007
Rsquare= 0.137 (max possible= 0.998 )

Likelihood ratio test= 24.6 on 5 df, p=0.000164
Wald test = 24.6 on 5 df, p=0.000166

Score (logrank) test = 25.2 on 5 df, p=0.000125

Zaveéry jsou tedy shodné s témi, které¢ jsme udé€lali pti pouziti postupného vybéru —
podstatnymi vysvétlujicimi proménnymi jsou ph.ecog a sex. Konecny model bude tedy
vypadat takto:

> ph.1l<-update (ph.0, .~ph.ecog+sex)
> summary (ph.1)

Call:
coxph (formula = Surv(time, status) ~ ph.ecog + sex, data = cancer.x)
n= 167
coef exp(coef) se(coef) Z o)

ph.ecog 0.483 1.62 0.132 3.65 0.00027
sex -0.510 0.60 0.197 -2.59 0.00960

exp (coef) exp(-coef) lower .95 upper .95
ph.ecog 1.62 0.617 1.250 2.100
sex 0.60 1.665 0.408 0.883
Rsquare= 0.11 (max possible= 0.998 )
Likelihood ratio test= 19.5 on 2 df, p=5.88e-05
Wald test = 19.4 on 2 df, p=6.3e-05

Score (logrank) test = 19.6 on 2 df, p=5.49%9e-05

I v pripad¢ Coxova modelu je mozné zobrazit nafitovanou kiivku piezivani. Piekvapivé
k tomu pouzijeme opét funkci survfit, kterou jsme dosud pouzivali jen k fitovani Kaplan-
Meierova modelu:

> sf.2<-survfit(ph.1l)
> plot(sf.2,xlab="days", ylab="S(t)")

Vyse uvedené pouziti funkce plot zobrazi funkci prezivani predpokladajici primérné
hodnoty obou prediktora (tj. ph.ecog a sex). Pokud bychom ale chtéli naptiklad vidét, jak
se lisi kfivky prezivani mezi muzi a Zenami (tj. pro sex rovno 1 ¢i 2, a soucasné pro
primérné hodnoty ph.ecog), museli bychom pouzit funkci survfit s parametrem newdata:
> sf.2sl<-survfit (ph.1l,newdata=list (sex=1,ph.ecog=0.9515))
sf.2s2<-survfit (ph.1l,newdata=list (sex=2,ph.ecog=0.9515))

lines (sf.2sl,col="red")
lines (sf.2s2,col="blue")

VvV V V

Vysledny graf s doplnénymi kiivkami je v Obr. 39.
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Obr. 39
Vliv jednotlivych pozorovani na vysledny fitovany Coxtv model si mizeme graficky
znazornit nasledujicim zptisobem:

> plot(1:334,resid(ph.1l, type="dfbetas"), type="h", xlab="observation",
+ ylab="effect")

Ve vysledném grafu (Obr. 40) jsou na horizontalni ose jednotlivd pozorovani, hodnota na
svislé ose vyjadiuje, jak moc se odhady regresnich koeficienti zméni pii vynechani
daného pozorovani.
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Obr. 40

Jednim z dilezitych ptedpokladii pro pouziti Coxova modelu je ten, Ze se vliv prediktora
na miru rizika neméni s dobou trvani rizika. Naptiklad v nasem piikladé predpokladame,
ze vliv hodnoty ph.ecog je stejny pro pacienty bezprostiedné po diagnoéze i1 po delsi dobé.
Tento predpoklad Ize ovétit pouzitim funkce cox.zph, naptiklad grafickym znazornénim:
> par (mfrow=c(1,2))

> plot (cox.zph(ph.1l))

> par (mfrow=c(1,1))

Vysledny obrazek (Obr. 41) ukazuje, ze zatimco pro vliv pohlavi (sex) lze predpoklad
o konstatnim vlivu potvrdit®, efekt ph.ecog se ale s asem uplynulym od diagnézy méni.
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Obr. 41

33 Neménnost vlivu reprezentuje horizontalni ¢ara, ktera se do konfiden&niho regionu pro prediktor sex
"vejde".
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Exaktnéjsi potvrzeni téchto zaveéri dostaneme ze statistického testu, ktery stejna
funkce také nabizi:

> cox.zph(ph.1l)

rho chisqg P
ph.ecog -0.211 5.60 0.0180
sex 0.109 1.38 0.2403
GLOBAL NA 6.78 0.0337

Pokud by $lo o pilotni studii, z tohoto vysledku by vyplyvalo doporuc¢eni méfit
ph.ecog pro kazdého pacienta opakované — Ize totiz pfedpokladat, ze se toto skore
bude postupné ménit. Pokud bychom tedy méli pro kazdého pacienta vice méfeni
dané vysvétlujici proménné, museli bychom pfti statistické analyze postupovat
trochu odliSnym zptsobem:

(1) kazdy pacient by byl charakterizovan (podle poctu stanoveni ph.ecog) jednim
nebo vice fadky, takze bychom mezi vysvétlujici proménné pridali faktor pat.id,
ktery by mél odliSnou hodnotu pro kazdého z pacienti. Ve vzorci Coxova modelu
bychom pak na pravou stranu piidali ¢len +cluster(pat.id), abychom tak popsali
vzajemnou zavislost mezi vice pozorovanimi na jednom pacientovi.

(2) leva strana vzorce modelu by také neméla podobu Surv(time,status), nybrz
Surv(StartTime,StopTime, status), pti¢emZ pro vSechna pozorovdni na témze
pacientovi by byl status "censored", s moznou vyjimkou posledniho (pokud by
pacient na konci pozorovani zemiel).
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7 Regresni a klasifikacni stromy

Metody klasifika¢nich a regresnich stromt (classification and regression trees, ¢asto
oznacovany zkratkou CART) ptedstavuji asi nejméné parametricky piistup k analyze
vlivu vysvétlujicich proménnych na kvantitativni (v pfipad¢ regresniho stromu) nebo na
kvalitativni (tj. faktor, v piipad¢ klasifikaéniho stromu) vysvétlovanou proménnou.
"urcovaciho klice", metody CART jsou exaktni, jejich vysledky lze porovnavat (ptes
mnozstvi vysvétlené variability) s jinak sestavenymi modely, mizeme testovat hypotézy
a vybirat optimalni slozitost stromu pro predikci neznamych hodnot vysvétlované
proménné.

Motivaéni priklad

Zacneme piikladem s kvantitativni vysvétlovanou proménnou a (shodou okolnosti) pouze
s kvantitativnimi prediktory. Takova data bychom tedy mohli analyzovat také pomoci
linearniho nebo zobecnéného linearniho modelu.

V datech mame udaj, pro jednotlivé spravni (a volebni) okrsky v ramci statu Texas, kolik
procent obyvatel volilo republikanského kandidata v prezidentskych volbach v roce 2000.
K vysvétleni budeme pouzivat zékladni demografické statistiky téchto okrska (né€kolik
okrsktll, s méné€ nez dvéma tisici obyvatel, bylo z dat vylouceno):

> TX<-read.delim("clipboard", row.names=1)
> names (TX)

[1] "RepPref" "PopChg" "Over65" "White" "Black"

[6] "Native" "Hispanic" "Foreign" "UnivDeg" "BirthRate"
[11] "InfantDeath" "HousSize" "HomeOwn" "PovRate" "HousIncome"
[16] "SocSecRec" "UnempRate" "EstablRate" "IncomePC" "RetSalesPC"
[21] "BuildPerm" "FedFunds" "FarmSize" "LandvValue" "CrimeRate"
[26] "HiSchl" "Vehicles" "FamIncome" "TransfpPC"
> dim (TX)

[1] 236 29

Data maji vlastnost typickou pro studie, u kterych je pouziti CART nezbytné: maji pfilis
mnoho vysvétlujicich proménnych a také znaéné mnozstvi pozorovani (Casto ale byvaji
data jeSt¢ mnohem vétSi, se stovkami potencialnich vysvétlujicich proménnych
a desitkami tisic pozorovani). Za takovych okolnosti neni vhodné pouzivat v naSich
modelech vSechny prediktory, které méame k dispozici, ale nalezeni vhodné podmnoziny
se stava obtiznym ukolem. CART lze pouzit k zdkladni orientaci v naSich datech,
k rozpoznani kvalitnich prediktorti a vztahli mezi nimi.

Vzhledem k poctu proménnych neni praktické, abychom zde zobrazovali vystup z funkce
summary aplikované na cely datovy rdmec, a nakonec ani abychom popisovali vyznam
jednotlivych prediktord. Podivdme se proto jen na hodnoty vysvétlované proménné
a popiSeme vyznam az téch prediktorti, které metoda vybere do regresniho stromu.

> summary (TX$RepPref)

Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
20.70 60.05 66.85 64.98 73.12 90.70

Je vidét, Ze v Texasu obecné voli radsi republikany, nicméné je zde pomérné velka
variabilita, kterou by nam mohly demografické tidaje vysvétlit.
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Regresni stromy

Vlastni regresni strom nafitujeme pomoci funkce rpart, kterd je k dispozici v package
stejného jména:

> library(rpart)

> rp.l<-rpart (RepPref~.,data=TX,minsplit=7,minbucket=3)

Vzorec modelu pojmenovava vysvétlovanou proménnou a pouziti tecky na pravé strané
znaci, ze vSechny ostatni proménné v datovém ramci 7X mohou byt pouzity jako
prediktory (pokud je metoda zvoli). Parametr minsplit udava, jak velké skupiny
pozorovani se mohou v ramci stromu jesté dale vétvit (viz nize) a parametr minbucket
zase urCuje, jakd miZze byt nejmensi velikost koncové (terminélni) skupiny (tj. "listu"
naSeho stromu). Za¢neme tedy zobrazenim nafitovaného stromu:

> plot(rp.1l,margin=0.05)

> text(rp.l,cex=0.67)

Vysledny graf je v Obr. 42. Funkce plot ndm nakreslila strukturu stromu, vysvétlujici text
jsme pak doplnili samostatnou funkci text. Parametr margin rezervoval bilé misto kolem
zobrazované¢ho stromecCku, tak aby néckteré delsi popisky vytvarené funkci rext
"nevybehly" z grafu. Parametr cex pro funkci text zadava zmenSeni znakii na dvé tretiny
standardni velikosti.
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Obr. 42

Obsah regresniho (ale i1 klasifikacniho) stromu je nejsnazsi interpretovat stejné jako
urcovaci kli¢ pouzivany v biologii. Pii urCovani hodnoty vysvétlované proménné
(primérné procento republikanskych volicli) jsme dotazovani na sérii otazek, jejichz sled
zavisi na odpovédich na otdzky predchazejici. Sled zacina u kotene stromu, ktery se (pro
biologa trochu piekvapiv€é) nachazi v horni ¢asti diagramu. Pokud je odpovéd na
kteroukoliv z otazek "ano", pokracujeme do levé vétve, pokud "ne", sméfujeme do pravé
vétve. Ma-li tedy nami uvazovany volebni okrsek napiiklad 50% Spanélsky mluvicich
(nebo alespon ke Spanélskému ¢i latinsko-americkému piivodu se hlasicich) obyvatel,
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neni podminka (>=67.45%) splnéna a pokracujeme proto doprava. Pokud (a zde si
dovolim nékolik jednotlivych otazek=vétveni shrnout) je zde napi. 95% bélochu,
primérny pocet vozidel na domacnost je napi. 1.9, primérna velikost farem ptesahuje
10.5 ha a primérny pfijem rodin je naptiklad 40 tisic dolarG ro¢né (tj. presahuje
3.909*10%, je pedpovidanou preferenci republikanského kandidata hodnota 82.7%. Pro
pochopeni ostatnich, v pfedchozim popisu nezminénych vysvétlujicich proménnych
dopliuji, ze FedFunds piedstavuje rocni objem federalni podpory v USD na hlavu,
UnempRate je procento nezaméstnanosti, PovRate je procento osob s piijmem pod
hranici chudoby a EstablRate ptedstavuje pocet soukromych firem (s vyjimkou farem)
piepocteny na 1000 obyvatel.

Délka vétvi (t). jejich vyska v Obr. 42) ukazuje, o kolik se snizila neobjasnéna variabilita
(méfena residudlni sumou ctverci v ptipadé regresniho stromu, nebo indexem Gini-ho
v ptipad¢ klasifikacnich stromi), tj. jak se zpiesnily nase piedpovédi. Otazkam, které
zodpovidame v jednotlivych mistech vétveni (uzly, nodes), se fika pravidla (rules) a jak
je videt, tatdaz proménna (napft. Vehicles) mize byt pouzita v n€kolika odlisnych mistech.
Chceme-li ale zobrazit strom rozsahlejsi, musime ¢asto upustit od toho, aby délka vétve
odrézela kvalitu pravidla, a pouzivat uniformni délku vétvi. Pokud bychom se soucasné
rozhodli pfidat do terminalnich skupin (listll) informaci, kolik pozorovani z nasich dat do
dané skupiny patii, mohli bychom ptikaz zobrazujici strom zménit takto (vysledny
diagram vynechan):

> plot(rp.l,uniform=T,margin=0.05)

> text(rp.l,cex=0.67,use.n=T)

Jakym zpusobem je strom vytvaren? Jednotlivd vétveni stromu ptedstavuji rozdéleni
vSech (prvni vétveni u kofene) nebo ¢asti dat na dvé podskupiny, a to na zaklad¢ hodnot
vzdy jedné vysvétlujici proménné. V ptipad¢ kvantitativni vysvétlujici proménné se
snazime najit takovou hranici v rozsahu jejich hodnot, aby dv¢ skupiny vzniklé na jejim
zaklad¢ (pozorovani s hodnotami mensSimi resp. vétSimi a rovnymi dané hranici) byly
navzdjem co nejvice odlisné a wvnitiné co nejpodobnéjsi, pokud jde o hodnoty
vysvétlované proménné. Hranice nesmi byt pfili§ blizko maximu nebo minimu (nesmime
"odloupavat" pftili§ malé skupinky pozorovani; dolni hranici velikosti jsme urcili
parametrem minbucket pii volani funkce rpart). V ptipadé, kdy vysvétlujici proménna ma
charakter faktoru (s neusporadanymi hladinami), funkce »part se — misto hledani hrani¢ni
hodnoty — snazi rozdé€lit mnozinu moznych hodnot (hladin faktoru) do dvou skupin.
Tento postup mizeme zopakovat pro kazdou z potencialnich vysvétlujicich proménnych
(fj. pro 28 prediktori v nasem piiklad€) a jednotlivé kandidaty miizeme spolu snadno
porovnat: jejich srovndvana kvalita je ddna poklesem residudlni sumy ctvercl pro
vysvétlovanou proménnou. Vitéz porovnani je pak zvolen jako pravidlo. S kazdou ze
dvou vzniklych skupin se cely postup opakuje a v tomto novém déleni maji op€t vSechny
prediktory Sanci definovat nové rozdélovaci pravidlo. Rozdélovani kon¢i v okamziku,
kdy jsou uvazované dvé podskupiny jiz ptilis§ malé (default hodnotu 20 pozorovani jsme
snizili pomoci parametru minsplit), nebo je skupina jiz dostatecné homogenni
(v hodnotéch vysvétlované proménné).
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Klesténi stromu

Strom, ktery ndm vytvofi funkce rpart je obvykle "prerostly". Nékteré z jeho vétvi maji
sice své opravnéni pro vysvétleni specifickych ptipadii a korelaci v naSem souboru dat
(tzv. training set, ze kterého byl strom sestrojen), nicméné nemame jistotu, Ze vSechna ta
pravidla budou opravdu zvysSovat nasi schopnost napt. predpovidat voli¢skou preferenci,
pokud je aplikujeme na data nova (kterd funkce rpart "nevidéla"). Prilis slozity strom ma
zjistit kvalitu stromu ve vztahu k jeho slozitosti? Pokud budeme postupné odiezéavat
kratké (tj. nejméné vyznamné) koncové vétvicky a zjiStovat zménu residudlni sumy
Ctvercit (tj. odlisSnost mezi skuteCnymi a ptedpovidanymi hodnotami vysvétlované
promeénné), zjistime jen, Ze residualni suma ¢tverci s postupujicim klesténim roste. To je
obdobné situaci napf. u (zobecnénych) linearnich modelt, kde pfidani prediktoru
libovolné kvality vzdy vede ke snizeni nevysvétlené variability. U parametrickych
modell jsme tento problém fesili bud’ pomoci testu signifikance nebo pomoci odhadu
AIC, umetody CART postupujeme odliSn€, za pomoci tzv. krosvalidace (cross-
validation).

Pfi ni nejsou pro hodnoceni toho, jak kvalitné strom dané slozitosti pfedpovidd hodnoty
vysvétlované proménné, pouzita stejna data jako ta, ze kterych byl strom sestrojen (tj. ve
kterych byla rozhodovaci pravidla nalezena). Kde ale sebrat druhy, nezavisly soubor dat?
Rozdéleni naSich dat na dvé c¢asti, z nichz jednu pouzijeme pro sestrojeni stromu
a druhou pro hodnoceni, jak ho optimalné proklestit, si obvykle nemiizeme dovolit,
vzhledem k financni ¢i ¢asové narocnost sbéru dat. Krosvalidace zde postupuje metodou
"chytré horakyne". Nase pozorovani jsou rozdélena do K (obvykle K=10) skupin
a sestrojovani a nasledné profezavani (kombinované s vyhodnocovanim) stromu probiha
také K-krat. Pokazdé se jedna z téchto skupin nepouzije k sestrojeni stromu (tj. pouZije se
zbylych K-1 skupin) a po jeho konstrukci se pomoci této skupiny vyhodnoti piesnost
predikci, odfizne se nejméné vyznamné vétvicka, opét se strom vyhodnoti, a s klesténim
se pokracuje az do staddia "pafez" (tj. nulového modelu, kterym piedpovidame jen
primérnou hodnotou vysvétlované proménné, zadné veétveni ndm nezbylo). Vzhledem
k tomu, Ze pro rizné slozitosti stromu mame nékolik (K) hodnoceni kvality, mizeme je
zprumérovat a také stanovit presnost tohoto odhadu.

Funkce rpart automaticky krosvalidaci provadi (pokud ji v tom nezabranime pouzitim
argumentu xval/=0, parametr vlastn¢ urcuje hodnotu K), jen si jeji vysledek musime
vyZzadat:

> plotcp(rp.l,col="blue")

Vysledny diagram je v Obr. 43.
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Vidime v ném vynesené hodnoty chyb v ptfedpovidani procenta volicu (na svislé ose) pro
stromy postupné se zvetSujici slozitosti. Slozitost stromu je popsana jak poctem
koncovych vétvicek (size of tree, na horni vodorovné ose), tak pomoci parametru
slozitosti (complexity parameter, cp) na ose spodni. Kvalita stromu rychle roste az do
velikosti 3, velikosti 5, 6 a 7 maji velmi podobnou kvalitu a s déle rostouci slozitosti
stromu jeho vypovédni hodnota klesa, tj. nezavisle (krosvalidacn¢€) odhadnutd chyba
roste. Referen¢ni modra ¢ara predstavuje nejmensi hodnotu krosvalidované chyby (pro
velikost 5), s pfictenou standardni chybou odhadu (neni tedy ndhodou, Ze se svisla carka
vynasejici tuto chybu kolem priméru pro ¢p=0.03 modré cary dotyka). Tato zvlastni
hodnota je vynesena proto, ze v Obr. 43 patrny pattern (rychlé zlepSovani, relativné
melka a Sirokd oblast optima a za ni pozvolny pokles kvality) se vyskytuje dosti ¢asto.
Simula¢nimi studiemi bylo zjiSténo, Ze je (alesponn pro nckteré ucely) vhodné vybrat
nejveétsi hodnotu c¢p (tj. nejmensi strom), pro kterou primeérna chyba "podleze"
znazornénou limitu (tzv. 1-SE pravidlo). V nasem piipadé by to tedy bylo cp=0.06,
odpovidajici stromu o velikosti 3, tj. pouze se dvéma vétvenimi. Takto jednoduchy strom
odpovida principu parsimonie a tato volba je doporuovana, pokud fitovani stromu mélo
za cil porozumét vztahim a popsat, jaké faktory o preferencich rozhoduji. Pokud je ale
nasim cilem piedevsim predikce (pfedpovidani novych hodnot), je doporucovano se drzet
slozitosti odpovidajici skute¢nému minimu (tj. zde strom s péti koncovymi vétvickami).
Tak budeme postupovat i v naSem pfipadé34, ziskdme tim jen trochu "upovidangjsi"
stromecek. Nez si jej ale vytvotime (proklesténim rp./) a zobrazime, podivejme se na
vystup funkce printcp, ktera nam v textové podobé poskytuje udaje srovnatelné
s pfedchozim diagramem:

3 i kdyz nas cil je spise porozuméni nez predikce — byly preci charakterizovany viechny okrsky a tak neni
pro prezidentské volby v roce 2000 v Texasu uz co piedpovidat...
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> printcp(rp.1)
Regression tree:
rpart (formula = RepPref ~ ., data = TX, minsplit = 7, minbucket = 3)

Variables actually used in tree construction:
[1] EstablRate FamIncome FarmSize FedFunds Hispanic PovRate UnempRate

[8] Vehicles White

Root node error: 35084/236 = 148.66

n= 236

CP nsplit rel error xerror xstd
1 0.513449 0 1.00000 1.00447 0.128256
2 0.119559 1 0.48655 0.50963 0.044402
3 0.030483 2 0.36699 0.40817 0.040768
4 0.029880 4 0.30603 0.39964 0.037620
5 0.018832 5 0.27614 0.41826 0.041047
6 0.012581 6 0.25731 0.41626 0.039534
7 0.012235 7 0.24473 0.43560 0.041249
8 0.011424 8 0.23250 0.44456 0.041330
9 0.011065 9 0.22107 0.47027 0.042964
10 0.010000 10 0.21001 0.48523 0.043870

Po pocatecnich tdajich o modelu (vcetné skutecné pouzitych prediktorit) je vypsana
tabulka, jejiz obsah sice vicemén¢ odpovida grafickému zobrazeni (viz Obr. 43), ale
obsahuje n¢kolik "zaludnosti". Zaprve, hodnoty CP jsou odlisné skalovany nez v grafu
a pii redukci slozitosti stromu pomoci funkce prune (viz dale) musime zadavat hodnoty
z grafu, nikoliv zde zobrazena c¢isla. Zadruhé, sloupec nsplit uvadi pocet vétveni, nikoliv
pocet koncovych vétvicek, tj. ¢islo o jednicku mensi nez hodnoty na horni vodorovné ose
grafu. Hodnoty ve sloupcich xerror a xstd jsou dikybohu stejné jako ty, které¢ ukazuje
diagram (jako body a svislé ¢ary na ob¢ strany od piislusného bodu — priimeéru). Navic
zde mame sloupec s oznacenim rel. error, ktery udava relativni pokles chyb ve srovnani
snulovym modelem. Alternativné miizeme tuto hodnotu interpretovat (v ptfipadé
kvantitativni vysvétlované proménné) jako hodnotu ziskanou odectenim koeficientu
determinace od jednotky (tato interpretace neplati pro prvni fadek, odpovidajici
nulovému modelu). Jinymi slovy, R? pro model s jednim vé&tvenim je roven 1.0-0.48655.
Jde ale o tzv. "zjevnou" (apparent) hodnotu koeficientu determinace, tj. ziskanou nikoliv
z krosvalidace, ale vytvofenim stromu ze vSech dat a jeho naslednym vyhodnocovanim
pomoci stejnych pozorovani.

Alternativni diagram, ktery obsahuje i krosvalidovany odhad R?, ziskame pomoci funkce
rsq.rpart. Ve skutecnosti ale vytvoii dva diagramy (druhy z nich ale jen opakuje vystup
jiz dtive pouzité funkce plotcp), kreslici plochu proto musime rozd¢lit na dvé poloviny:

> par (mfrow=c(1,2))
> rsq.rpart (rp.1l)

> par (mfrow=c(1l,1))

Diagram v levé casti Obr. 44 znazoriiuje jak zjevnou hodnotu (plnd cara), tak
krosvalidovany odhad koeficientu determinace. Vidime, Ze pro nova (neznama)
pozorovani roste kvalita predpovédi do velikosti stromu 3 ¢i 5, pak opét klesa. Na tomto
misté je tieba zdlraznit, Ze vypoveédi obou téchto diagrami nejsou nezavislé, jde
o shodnou vypoveéd popsanou odliSnym zptsobem.
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Oklestény strom (7p.2) ziskame a zobrazime (spolu s ptivodnim) nasledujicimi ptikazy:

> rp.2<-prune (rp.1l,cp=0.03)

> par (mfrow=c(1l,2))

> plot(rp.1l);text(rp.1l,cex=0.5)
> plot (rp.2);text (rp.2,cex=0.5)
> par (mfrow=c(1,1))

Hispanig==67.45 Hispanig==67.45
I I

vehiclep= 1.53 winitef 90.3 whiteh 803

FedFunds< 8633 37T3

286
402 5303

UnempRite==5 45 Vehicleg=1.735
vehicled=1.735

5045 pagy FPOVRalP=1665 Farmsige< 1061 0248

Fanmsige< 1051

6462 7315  EstablRgte< 18 6 Famincomef 3.909e+ 5668

6665 7242 7536 827 7058 7774

Obr. 45

Také si miizeme obsah stromu zobrazit v textové podobg:

> rp.2
n= 236

node), split, n, deviance, yval
* denotes terminal node

1) root 236 35084.470 64.98051
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2) Hispanic>=67.45 22 2004.048 37.73182 *
3) Hispanic< 67.45 214 15066.340 67.78178
6) White< 90.3 88 3705.458 62.48409 *
7) White>=90.3 126 7166.208 71.48175
14) Vehicles< 1.735 33 1939.682 66.68485 *
15) Vehicles>=1.735 93 4197.746 73.18387
30) FarmSize< 1051 59 1977.520 70.56102 *
31) FarmSize>=1051 34 1110.018 77.73529 *

Kompetujici a nahradni prediktory

Pii popisu zpusobu, kterym funkce rpart strom vytvaii, jsme zminili, Ze potencialni
prediktory jsou pii kazdé déleni vyhodnoceny vSechny a je vzdy vybran ten, ktery
objasnénou variabilitu zvétsi nejvice. Casto se ale stava, ze nékolik dalsich "kandidatd"
neni o mnoho horsich, a pro lepsi pochopeni vztahii v nasich datech bychom se o nich
také radi néco dozvédeli. Funkce rpart tuto informaci uchovdva pro zvoleny
(a parametrem zmeénitelny) pocet nejlepSich kandidati v kazdém misté vétveni.

Musime si uvédomit, Ze ackoliv tato alternativni pravidla maji stejny cil (vytvoteni
podskupin s co nejvice homogennimi hodnotami vysvétlované proménné), nebyva cesta
k jeho dosazeni u vSech prediktora stejnéd (pokud spolu nejsou vyznamné korelované), tj.
obsah dvou podskupin, které by alternativni pravidla vytvofila, mize byt odliSny. Tyto
alternativni kandidatni proménné pro rozdé€lovaci pravidlo se proto v package rpart
nazyvaji vSechny primary splits, ackoliv se z nich vybere nakonec jen jeden (ten
nejlepsi).

Poté, co jsme nejlepsi prediktor vybrali, by néas ale mohlo také zajimat, jak jsou vybrané
pravidlo (tj. rozdé€leni do dvou podskupin, podle hodnot vybraného prediktoru) schopny
reprodukovat jiné vysvétlujici proménné. Odpovidajici pravidla mizeme pouzit misto
vybraného primarniho pro ta pozorovani, u kterych udaj o hodnot¢ primarniho prediktoru
chybi. Je to podobna situace jako v botanickém urcovacim kli¢i, ve kterém se dva druhy
rozlisi nejlépe podle znakl na kvétech, nicméné radi bychom rostlinu urcili (byt’ s vétsi
nejistotou) také v piipadé, Ze praveé nekvete. Informaci o nédhradnich pravidlech
(surrogate splits) ziskame spolu s idaji o kompetujicich primarnich prediktorech pomoci
funkce summary. Jeji vystup je znacné€ rozsahly a v nasledujici ukazce zobrazuji jen jeho
cast:

> summary (rp.2)

Call:

Node number 1: 236 observations, complexity param=0.5134489
mean=64.98051, MSE=148.663
left son=2 (22 obs) right son=3 (214 obs)
Primary splits:

Hispanic < 67.45 to the right, improve=0.5134489, (0 missing)
PovRate < 23.2 to the right, improve=0.4478818, (0 missing)
FamIncome < 29672.5 to the left, improve=0.4090632, (0 missing)
Vehicles < 1.545 to the left, improve=0.4043338, (0 missing)
HiSchl < 58.35 to the left, improve=0.3728125, (0 missing)
Surrogate splits
PovRate < 23.2 to the right, agree=0.983, adj=0.818, (0 split)
HiSchl < 58.9 to the left, agree=0.979, adj=0.773, (0 split)
FamIncome < 29450 to the left, agree=0.975, adj=0.727, (0 split)
Vehicles < 1.545 to the left, agree=0.966, adj=0.636, (0 split)
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HousIncome < 24336.5 to the left, agree=0.953, adj=0.500, (0 split)

Node number 2: 22 observations
mean=37.73182, MSE=91.09308

Node number 3: 214 observations, complexity param=0.1195593
mean=67.78178, MSE=70.40345
left son=6 (88 obs) right son=7 (126 obs)
Primary splits:

White < 90.3 to the left, improve=0.2784136, (0 missing)
Black < 7.3 to the right, improve=0.2776230, (0 missing)
UnempRate < 4.65 to the right, improve=0.2196997, (0 missing)
LandValue < 535.5 to the right, improve=0.1914020, (1 missing)
Vehicles < 1.745 to the left, improve=0.1912031, (0 missing)

Surrogate splits:

Black < 7.75 to the right, agree=0.967, adj=0.920, (0 split)
FarmSize < 386.5 to the left, agree=0.804, adj=0.523, (0 split)
LandValue < 655.5 to the right, agree=0.757, adj=0.409, (0 split)
UnempRate < 5.05 to the right, agree=0.710, adj=0.295, (0 split)
Vehicles < 1.745 to the left, agree=0.706, adj=0.284, (0 split)

Pro prvni déleni ("Node number 1") do dvou skupin (s 22 a 214 pozorovanimi) bylo
vybrano pravidlo "Hispanic < 67.45". Pozor, je zde zobrazeno s opacnou "polaritou"
a proto také fika, Ze pifi splnéni nerovnosti musime postoupit do pravé vétve®. Funkce
summary ale ukazuje i dalsi kompetujici pravidla, a to v sekci "Primary splits". Vidime,
ze pomérné velkou predikéni hodnotu ma i pravidlo zalozené na procentu lidi pod
hladinou chudoby. Relativni kvalitu pravidel udavd parametr "improve", ptedstavujici
snizeni hodnoty residualni sumy c¢tvercl. V nasledujici sekci "Surrogate splits" jsou
uvedena ndhradni pravidla, vybrand tak, aby reprodukovala co nejlépe vybrané primarni
pravidlo (tj. "Hispanic < 67.45"). Casto se zde opakuji prediktory zobrazené jiz
v predchozi sekci, ale hrani¢ni hodnoty nemusi byt vzdy stejné: v tomto kontextu jiz neni
hlavnim cilem maximalizovat kvalitu skupin. Mira shody s predikci pomoci primarniho
pravidla je v podob¢ korelace udavana parametrem "agree".

Klasifikaéni stromy

Jako ptiklad vhodny pro tvorbu klasifikacniho stromu pouzijeme data, ktera jsou soucasti
package MASS. Ukazeme si zde ipodobu vystupu v pfipadé, kdy jako prediktor
pouzivame faktor*®.

> data (shuttle, package="MASS")
> summary (shuttle)
stability error sign wind magn vis
stab :128 LX:64 nn:128 head:128 Light :64 no :128
xstab:128 MM: 64 pp:128 tail:128 Medium: 64 yes:128
SS:64 Out 164
XL:64 Strong: 64

33V grafech maji viechna pravidla stejnou polaritu: je-li odpovéd’ ano, jdeme vzdy do levé vétve, kde je
také (v ptipadé regresnich stromt) niz$i hodnota vysvétlované proménné.

% To, 7e v ptikladu regresniho stromu byly viechny prediktory kvantitativni a ted’, v piikladu
klasifika¢niho stromu, jsou naopak vSechny faktory, je jen nestastnou nahodou. Ve skute¢nosti 1ze jak pro
regresni, tak pro klasifikaéni stromy pouzivat smés kvantitativnich a kvalitativnich prediktora.
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use
auto :145
noauto:111

Jde o redlna data, pfedstavujici shromazdéna doporuceni expertni komise pii ptiprave lett
raketoplanu. Tato doporuceni popisuji okolnosti, za kterych by méla posaddka nechat
pfistavaci manévr na pocitaCi (faktor use ma pak hodnotu auto) a za kterych ma byt
pfistani provedeno ru¢né (use s hodnotou noauto). Rozhodovéni je ovlivnéno stabilitou
raketoplanu na piredem naplanované draze sestupu (stability), velikosti (error) a smérem
(sign) odchylky od drahy, smérem vétru v misté piistani (wind — Celni resp. v zadech),
silou vétru (magn) a také viditelnosti v oblasti pristani (vis). Ackoliv poskytnutd data
popisuji vpodstat& viechny mozné kombinace podminek (2® = 256 kombinaci), pro jejich
efektivni pouziti, a také pro ovéfeni jejich konsistentnosti, byl tento navod preveden do
soustavy pravidel a my si miizeme postup pievodu ukazat pomoci funkce rpart.

> rp.3<-rpart (use~.,data=shuttle,minsplit=2,minbucket=1)
> plotcp(rp.3)

Diagram nam ukazuje (Obr. 46), Ze v tomto pfipad¢ neni pro klesténi zadny prostor.
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Obr. 46

Dalsi vétveni stromu ale také neptipada v tivahu — funkci rpart jsme sdélili, ze 1 déleni
skupiny se dvéma pozorovanimi je pro nas piijatelné, nicméné vytvoreny strom ma vice
omezené vétveni, protoze vysledné skupiny byly dostatecné homogenni. Jinymi slovy,
vysledny strom je "té pravé" velikosti, aby reprezentoval expertni vyjadieni ohledné
pfistavacich pravidel. Nyni si jeSt¢ vytvoieny strom zndzornime graficky (Obr. 47)
a textove:

> plot(rp.3,margin=0.05)
> text (rp.3,cex=3/4, use.n=T)

> rp.3
n= 256
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node), split, n, loss, yval, (yprob)
* denotes terminal node

1) root 256 111 auto (0.56640625 0.43359375)
2) vis=no 128 0 auto (1.00000000 0.00000000) *
3) vis=yes 128 17 noauto (0.13281250 0.86718750)
6) error=SS 32 12 noauto (0.37500000 0.62500000)
12) stability=stab 16 4 auto (0.75000000 0.25000000)
24) magn=Light,Medium, Strong 12 0 auto (1.00000000 0.00000000) =*
25) magn=0ut 4 0 noauto (0.00000000 1.00000000) =*
13) stability=xstab 16 0 noauto (0.00000000 1.00000000) *
7) error=LX,MM,XL 96 5 noauto (0.05208333 0.94791667) *

visFa
1
errqr=c
auto
128/0 slahility=a J
noauto
magn=abd J 5/91
noauto
auto noauto 0/16
12/0 0/4

Obr. 47

Rozhodovaci pravidla pouzivajici jako vysvétlujici proménnou faktor odkazuji na jeho
jednotlivé hladiny pofadovymi pismenky (a,b,c,...), a to mize interpretaci obrazku ztizit.
Musime totiz Casto pouzit funkce levels, abychom urcili, v jakém potadi jsou jednotlivé
hladiny oznaceny. Textovy vystup je usporny, a proto je i Iépe Citelny. Nicmén¢, pokud
mame v obrazku dost mista pro delsi popisky, miizeme dosahnout pe¢kného grafu tpravou
pouziti funkce fext, s parametrem pretty s hodnotou 0 (implicitni hodnotou je NULL, a ta
vede k nahradé pismenky).

Vsimnéme si jest€ odlisné podoby textového zobrazeni objektu predstavujiciho
klasifikaéni strom (vystup z funkce summary vyse). Za vlastnim pravidlem je (shodné
s regresnim stromem) pocet pozorovani, kterd jsou délena nebo patii do dané koncové
skupiny, pak nasleduje mira nepfesnosti predikce (pocet Spatn¢ klasifikovanych
pozorovani) a nakonec hodnota vysvétlované proménné (faktoru), kterd je v daném misté
stromu predikovana (to je ale zajimavé hlavné pro koncové vétve). Predikovéana je
samoziejm¢ ta hladina, ktera je (nej)vice pravdépodobna. Pravdépodobnosti, Zze
pozorovani "urCené" podle danych pravidel bude mit ur¢itou hladinu vysvétlovaného
faktoru, jsou uddvany cisly v zavorkach. V nasem piipadé (faktor se dvéma hladinami)
jsou tato ¢isla jen dvé, ale mlze jich byt obecné 1 vice a samoziejmé scitaji do celkové
hodnoty 7.0. V naSem piiklad¢ je vidét hned v prvém vétveni jednoznacné pravidlo, ze
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v piipad¢ nizké viditelnosti je tieba pfistani nechat na pocitaci, v ostatnich ptipadech
zavisi rozhodnuti na mife chyby (je-li velka, je tfeba ru¢ni pfistani — v tomto pravidlu je
urcita nejistota, asi péti-procentni: 0.05208). V ptipadé mensi chyby zavisi rozhodnuti
jednoznaéné na stabilité a rozsahu odchylky.

V tomto ptikladu, ve kterém jsme se snazili ziskat vystizny obraz "modelu" v myslich
expertii, se také ukazuje’’, Ze pravidla jsou natolik jednoznatna (a faktory vzajemné
nekorelované), ze nelze najit nahradni prediktory, takze v ptipadé absence urcitého udaje
je tfeba rozhodnuti zalozit na doporuceni v tom misté vétveni, do kterého jsme se
propracovali.

37 &tenaf si to mize ovétit pomoci summary(rp.3)
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8 Linearni a nelinearni modely se smisenymi efekty

Linearni (a nelinearni) smisené modely (linear [non-linear] mixed-effects models, dale

vvvvv

vvvvv

standardni modely analyzy variance. Kromé tzv. pevnych efekti (faktory nebo
kvantitativni prediktory) ptibyvaji v (N)LME modelech i faktory s ndhodnym efektem,
které umoziiuji popsat ndhodnou variabilitu i na jinych Urovnich nez pro jednotliva
pozorovani. Mizeme tak analyzovat data, ve kterych nejsou jednotliva pozorovani tplné
nezavisla, napf. ristové kiivky fitované z opakovanych méteni ur€itych jedinci. LME
a NLME modely ovSem nabizeji i dalsi rozsifeni, napiiklad presnéjsi popis vlastnosti
stochastické variability nebo piesnéjsiho popis charakteru zavislosti mezi jednotlivymi
pozorovanimi (prostorova ¢i Casova korelace). Téchto pokrocilejSich rozsifeni se ale
v tomto vodu dotkneme jen okrajove.

Motivacéni priklad
Pii seznamovéani s LME modely budeme pracovat s ptikladovymi daty, kterd jsou

soucasti package nlme, coz je knihovna funkci implementujicich jak tyto, tak NLME
modely.

> library(nlme)
> summary (Orthodont)

distance age Subject Sex

Min. :16.50 Min. : 8.0 M16 H! Male :64
l1st Qu.:22.00 l1st Qu.: 9.5 MO5 : 4 Female:44
Median :23.75 Median :11.0 MO02 H!
Mean :24.02 Mean :11.0 M11 H!
3rd Qu.:26.00 3rd Qu.:12.5 MO7 : 4
Max. :31.50 Max. :14.0 M08 4

(Other) : 84

> Or<-Orthodont

Posledni piikaz nam umozni odkazovat na ptikladova data krat§im jménem. Data
obsahuji tidaje o anatomicky definované vzdalenosti (distance) odrazejici velikost lebky
chlapcti a dévcat, zméfené z rentgenovych snimkl. Kazdy jedinec byl méfen celkem
ctytikrat (v 8, 10, 12 a 14 letech) — stafi je zaznamenano v proménné age, faktor Subject
udava, ktera Ctyfi pozorovani patii vzdy k jednomu jedinci, proménné Sex udava pohlavi
(hodnota se, ovSem, neméni v ramci jedince).

Data miizeme shrnout i graficky (Obr. 48):

> plot (Or)
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Obr. 48

Jednoduchost zadani a elegance grafického vysledku vypada magicky, je zde ale "vice,
nez o¢i vidi" — krasny graf je vysledkem akci "za oponou", jak si ukdzeme pozdéji.

Data pro LME a NLME

Data, kterd popisujeme LME modely, maji obvykle definovanou vnitini strukturu:
jednotliva pozorovani patii do skupin, které predstavuji opakované pozorované jedince,
opakované popisované plochy, prostorové sblizené skupiny ploch a podobné¢. Informaci
o tom, kterd z proménnych definuje tyto skupiny (mlze jich byt i vice u hierarchicky
uspotradanych dat), ale také o tom, co je hlavni vysvétlovana proménnd a co je primarni
prediktor (vysvétlujici proménna), ukladame v ptipad¢ dat pro (N)LME modely jako
atribut datového ramce. Vysledny datovy objekt uz pak neni "obycejny" datovy ramec,
je to objekt tiidy groupedData:

> class (Or)
[1] "nfnGroupedData" "nfGroupedData" "groupedData" "data.frame"

Vyse uvedenou zdkladni informaci mizeme z objektu groupedData ziskat pomoci
extrakcéni funkce formula:

> formula (Or)

distance ~ age | Subject

Tento vzorec ndm (a funkcim knihovny nlme, které s daty pracuji) tikd, ze vysvétlujeme
hodnoty proménné distance piedev§im pomoci véku (age) osoby, a ze skupiny
pozorovani jsou definovany proménnou Subject. Uchovéni této informace pohromadé
s vlastnimi daty nam pak umoznuje zjednodusit zadavané regresni modely — funkci Ime
pak neni tfeba dodavat informaci o proménné definujici skupiny, najde si ji v datech
sama. Takovy postup ale Ctenafi spiSe nedoporucuji — jednodussi piikazy jsou draze
zaplaceny tim, ze se nas$ postup stava pii jeho pozd¢jsim zkoumani neprihlednym.
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Informaci o datech je ale k vlastnimu datovému ramci ptidano obvykle vice — ke vzorci
1ze ptidat i informaci o plnych nazvech proménnych a nazvech jednotek, ve kterych byly
vysvétlovand proménnd a primarni prediktor méteny. Objekt Or (ptivodné Orthodont)
tyto informace jiz obsahuje, ale v nasledujicim kodu si predvedeme, jak bychom takovy
objekt sami vytvofili z "obycCejného" datového ramce (ktery z néj — Cist€é pro tento
didakticky ucel — vyextrahujeme):

> Ort.df<-data.frame (Or)

> Orth.new <- groupedData( distance ~ age | Subject, data = Ort.df,
+ FUN = mean, outer = ~ Sex,

+ labels = list(x = "Age",
+ y = "Distance from pituitary to pterygomaxillary fissure"),
+ units = list( x = "(yr)", y = "(mm)") )

Vyznam vétSiny parametrti bude asi ziejmy. Parametr FUN urcuje funkci, jejiz vysledek
(aplikovany na hodnoty vysvétlované proménné v jednotlivych skupinidch) udava,
v jakém pofadi budou jednotlivé skupiny v grafech vynaSeny (zde naptiiklad osoby
v pofadi rostouciho priméru hodnot distance). Parametr outer udava faktor (nebo
faktory, odd¢lené hvézdiCkou), které predstavuji proménné stojici "nad jednotlivymi
skupinami", tj. obecné faktory, jejichz hodnota se uvniti skupin (pro jedince) neméni.
Existuje i podobny parametr inner, pro faktory odlisujici rtizné kategorie pozorovani
uvnitt skupin.

Parametr outer mizeme pouzit pii grafické sumarizaci dat k tomu, abychom odd¢lili
kategorie piislusného faktoru do samostatnych paneli. Napiiklad pro nase data takto
muzeme pouzit faktor Sex (hodnota 7 pro parametr outer znamena "pouzij tu proménnou
(ty proménné), ktera byla oznacena jako outer v definici datového objektu"):

> plot (Or,outer=T)

Vysledny diagram (v Obr. 49) ma kiivky rozdélené do dvou panelii, podle pohlavi osob.
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Nezvykly pomér sitky a vysky panelt byl funkci plot zvolen proto, aby byl vytvofen
primérny sklon kiivek 45 stupnt, ktery je povazovan za optimalni pro jejich
porovnavani.

Dil€i linearni modely a volba nahodnych efektt

Nasim prvnim cilem bude popsat linearni zévislost zkoumané vzdalenosti na véku ditéte
(bez ohledu na pohlavi) a rozsifit tento model o nahodné efekty, popisujici odliSnosti
mezi détmi. Tyto individudlni odliSnosti se mohou tykat jak primérné hodnoty (tj. rizné
déti se 1isi velikosti své lebky bez ohledu na vek), tak sklonu ptimky (rizné déti se lisi
rychlosti, kterou se jejich lebka zvétSuje). Zda je ndhodny efekt vhodné do modelu
zahrnout pro jeden nebo oba tyto koeficienty, miizeme zjistit porovnanim piimek
fitovanych pro jednotlivé osoby. Knihovna n/me nam pro tento Gcel nabizi funkci /mList:

> Imlist.l<-1lmList (distance~age|Subject,data=0r)
> summary (lmlist.1)

Call:
Model: distance ~ age | Subject

Data: Or
Coefficients:

(Intercept)

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
M1l6 16.95 3.288173 5.1548379 3.695247e-06
MO5 13.65 3.288173 4.1512411 1.181678e-04
F04 19.65 3.288173 5.9759625 1.863600e-07
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Fl1 18.95

age

Estimate

M16 0.
MO5 0.
F04 0.
Fl1 0.

Residual

550
850

475
675

Std. Error

0
0

3.288173

.2929338

.2929338

.2929338
.2929338

standard error:

.7630783

t value

.8775576
.9016799

.6215270
.3042752

1.310040

4.07818%e-07

Pr(>|tl)
6.584707e-02
5.361639e-03

1.107298e-01
2.508117e-02

on 54 degrees of freedom

Na pfipadny vliv ndhodnych efektt (tj. rozdild mezi jedinci v primérné hodnoté nebo
v rychlosti rstu) Ize usoudit, spiSe nez z takovéto dlouhé tabulky cisel, prozkoumanim
grafu. Pro porovnédni vlivu ndhodné variability mezi jedinci na jednotlivé parametry
modelu se nejlépe hodi graf, ktery vytvofime vynesenim konfidencnich intervalii pro
jednotlivé koeficienty a tyto intervaly nam vypocte funkce intervals:

> plot (intervals (lmlist.1l))

age

i

Obr. 50

Vysledny graf v Obr. 50 ma zvlastni vlastnost: hodnoty obou koeficientl jsou uspofadany
zrcadlové kolem ¢ary odd€lujici oba panely. Je-1i hodnota pruseciku nizka, sklon piimky
je zase vys$i, a naopak. Povahu vztahu mezi obéma koeficienty uvidime Iépe, pouzijeme-
li jinou funkci (viz téz Obr. 51):

> pairs(lmlist.1l,id=0.01)
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Tato negativni korelace mezi obéma parametry vznika proto, ze hodnota praseciku
pfedpovida hodnotu vysvétlované proménné pro vék 0, ktery lezi daleko mimo rozsah
veku studovanych osob. Této korelace se proto mizeme zbavit (a dosahnout tak vétsi
informativnosti obou koeficientil) tim, Zze centrujeme hodnoty vysvétlujici promeénné.
Stredni hodnotou proménné age je 11 a model proto zménime nasledovneé:

> Imlist.2<-update(lmlist.l,distance~I (age-11))
> plot (intervals (lmlist.2))

(Intercept) lfage - 11)
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Obr. 52

Vidime (Obr. 52), ze vzajemna zavislost prusecikt a sklonli pfimek vymizela (Ctenaf si to
muze overit také pouzitim funkce pairs), a miizeme se proto soustiedit na informaci,
ktera nas v tomto diagramu predevsim zajima. Ackoliv se odhady sklonu pfimky (v pravé
¢asti Obr. 52) lisi, pieci jen se jejich konfiden¢ni intervaly pro vétSinu pozorovanych
osob zna¢n¢ piekryvaji. Jinak je tomu ale u pruseciku, tj. absolutniho ¢lenu regresniho
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modelu. Odlisnost mezi jedinci je pro n¢j natolik velka, Zze tomuto pevnému parametru
musi odpovidat v naSem LME modelu také parametr s nahodnym efektem. K otazce, zda
by i sklonu pfimky mél odpovidat nahodny efekt osoby, se vratime pozdé;ji.

Jednoduchy LME model
Nas prvni LME model nafitujeme takto:

> Ime.l<-1lme (distance~I(age-11), random=~1|Subject, data=Or)

Zadani vypadéa podobné jako v piipadé klasického linearniho modelu (ktery vytvarime
pomoci funkce /m), hlavni odliSnost je v parametru random, ktery popisuje strukturu
nahodnych efektt. Parametr random musi byt pfitomen v kazdém volani funkce /me.
Pokud jej nepouzijeme, musi byt objekt pfedavany v parametru data typu groupedData
a funkce /me si pak hodnotu parametru random odvodi ze vzorce ulozeného spolu s daty.
V nasem prtiklad¢ pouzivame pro parametr random jednu z jednodussich podob a zplisob
zadani nam ftika, ze nahodny efekt bude modelovan jen pro prusecik (proto je pied
svislou ¢arou hodnota /, nikoliv ndzev proménné) a ze povaha nahodného efektu (jakych
skupin pozorovani se tykd) je dana hodnotami faktoru Subject.

Podivejme se nyni na to, jak je nafitovany LME model shrnut funkci summary:

> summary (lme.1l)
Linear mixed-effects model it by REML
Data: Or
AlC BIC logLik
455.0025 465.6563 -223.5013

Random effects:
Formula: ~1 | Subject
(Intercept) Residual
StdDev: 2.114724 1.431592

Fixed effects: distance ~ I(age - 11)
Value Std.Error DF t-value p-value

(Intercept) 24.023148 0.4296605 80 55.91193 0
I(age - 11) 0.660185 0.0616059 80 10.71626 0
Correlation:

(Intr)

I(age - 11) O

Standardized Within-Group Residuals:
Min 01 Med 03 Max
-3.66453932 -0.53507984 -0.01289591 0.48742859 3.72178465

Number of Observations: 108
Number of Groups: 27

Ve vystupu stoji za pozornost hned prvni fadka, kterd nam sdé€luje, ze LME model byl
fitovan s pouzitim metody REML (restricted maximum likelihood). Alternativni metodou
je maximum likelihood (zaddme parametrem #ype="ML"), ale tato metoda Ccasto
podceiniuje velikost ndhodnych efektti. Musime ji ale pouzit, pokud chceme porovnéavat
dva nebo vice modeld, pokud se 1isi svymi pevnymi efekty.
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Vystup funkce summary také udava hodnoty AIC, BIC a logaritmu dosazené
veérohodnosti (likelihood).

Pak nasleduje Cast popisujici nafitované nahodné efekty: prvy znich (Intercept)
predstavuje variabilitu mezi jedinci v hodnoté pruseciku piimkové zavislosti, druhy
(Residual) pak predstavuje nevysvétlenou variabilitu na urovni jednotlivych méfeni.
Odpovida tedy residualnimu stiednimu ctverci (residual mean square) klasického
regresniho modelu.

Pevné efekty jsou popsany v tabulce zpisobem, na ktery jsme jiz zvykli z vysledkl
klasickych linearnich modelti. V nasledujici tabulce korelaci mezi odhady regresnich
koeficientli si vSimneme, ze v dasledku centrovani prediktoru age jsme dosahli nulové
korelace obou odhadt.

Posledni zajimavou informaci, kterou nam funkce summary poskytne pro /me objekt, je
pocet skupin pozorovani (v naSem pripadé tedy jedincii), které v datech rozpoznala.

Na rozdil od klasického regresniho modelu nebo ANOVA modelu mizeme konfidencni
intervaly pro odhady parametrit LME modelu ziskat pohodIln€¢ pomoci funkce intervals.
Implicitni pokryti t€mito intervaly (interval coverage) je 0.95 (tj. 95%), ukazeme si ale,
jak zadat odlisnou hodnotu, naptiklad 99% intervaly:

> intervals (lme.l,level=0.99)
Approximate 99% confidence intervals

Fixed effects:

lower est. upper
(Intercept) 22.8894071 24.0231481 25.1568892
I(age - 11) 0.4976262 0.6601852 0.8227441
attr (,"label")
[1] "Fixed effects:"

Random Effects:
Level: Subject
lower est. upper
sd((Intercept)) 1.419220 2.114724 3.151067

Within-group standard error:
lower est. upper
1.167818 1.431592 1.754944

Kazdy parametr (jak s pevnym, tak s nahodnym efektem) je popsan tfemi odhady — dolni
hranici, vlastnim odhadem parametru a horni hranici intervalu spolehlivosti.

Testy nahodnych efektu

Nas jednoduchy LME model obsahuje jen jeden parametr s ndhodnym efektem. Chceme-
li otestovat jeho vyznamnost, musime jej porovnavat s klasickym linearnim modelem, t;.
se shodnymi pevnymi efekty jako ma /me. 1, ale bez parametru s ndhodnym efektem:

> Im.l<-1lm(distance~I (age-11),data=0r)
> anova.lme (lm.1,1lme.1)

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value
Im.1 1 3 515.1695 523.1598 -254.58438
lme.1 2 4 455.0025 465.6563 -223.5013 1 vs 2 62.16698 <.0001
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Vhodnou metodu pro funkci anova jsme si explicitné vyzadali (pouzitim nazvu
anova.lme) proto, ze jazyk S urCuje typ metody podle prvého parametru, a ten byl
v tomto piipad¢ objektem tiidy /m. Z vysledné tabulky vidime, Ze jak z porovnani
uspornosti (parsimony), tak z likelihood-ratio testu vyplyva, Ze pfidani ndhodného efektu
vyrazné zvysilo kvalitu modelu. Vratme se jest¢ k nasi diivejsi myslence, a to zda by
nebylo vhodné piedpokladat variabilitu mezi jedinci i pokud jde o riistovou rychlost (tj.
sklon nafitované regresni piimky). Re$eni bude analogické nasim diivéjsim postuptm pii
hledani spravné podoby regresniho modelu:

> Ime.2<-update (lme.l, random=~I (age-11) |Subject)
> anova (lme.l,1lme.2)

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value
lme.1 1 4 455.0025 465.6563 -223.5013
lme.2 2 6 454.6367 470.6173 -221.3183 1 vs 2 4.36583 0.1127

Vypovéd dvou riznych charakteristik parsimony (AIC a BIC) je protichidnd, ale protoze
ani likelihood-ratio test neni pfili§ presvédCivy, ziistaneme u modelu jednodussiho
(Ime.1).

Testy parametrt s pevnym efektem

Dosud jsme se nezabyvali rozdilem v rastu lebky mezi chlapci a divkami. Tento rozdil se,
podobné jako u dosud diskutovanych nahodnych efektl, mtze projevovat bud’ jen
v odlisné primérné velikosti lebky mezi obéma pohlavimi (v takovém ptipad¢ pijde
o dvé paralelné bézici ptimky) nebo i v dynamice ristu lebky (pak by mély tyto dvé
primky odlisny sklon). Zacnéme prvni, jednodussi moznosti:

> lme.3<-update (lme.l,.~.+Sex)
> anova (lme.2, lme.3)
Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value
lme.2 1 o6 454.6367 470.6173 -221.3183
Ime.3 2 5 447.5125 460.7823 -218.7562 1 vs 2 5.124178 0.0236

Warning message:

Fitted objects with different fixed effects. REML comparisons are not
meaningful in: anova.lme (lme.2, 1lme.3)

>

Varovna zprava na konci vystupu funkce anova je dulezita. Jak jsem zminoval jiz vyse,
nelze odhady vérohodnosti, ziskané metodou REML, porovnavat mezi modely liSicimi se
strukturou pevnych efektii. Musime proto oba porovnavané modely piefitovat, s pouzitim
metody maximum likelihood:

> lme.2ml<-update (lme.2,method="ML")

> lme.3ml<-update (lme.3,method="ML")
> anova (lme.2ml, Ime.3ml)

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value
lme.2ml 1 6 451.2116 467.3044 -219.6058
lme.3ml 2 5 444.8565 458.2671 -217.4282 1 vs 2 4.355116 0.0369

Zaveér se ndm sice nezménil (je priikazny rozdil mezi chlapci a dévcaty ve velikosti
lebky), nicméné vyrazné zvyseni pravdépodobnosti chyby I. druhu nam ukazuje, ze na
pouziti spravné metody si musime davat pozor.

Je mezi chlapci a divkami rozdil také v rastové rychlosti?

> lme.4ml<-update (lme.3ml, .~Sex*I (age-11))
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> anova (1lme.3ml, Ime.4ml)

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value
lme.3ml 1 5 444.8565 458.2671 -217.4282
lme.4ml 2 6 440.6391 456.7318 -214.3195 1 vs 2 6.217427 0.0126

Rozdil zde zjevné je, jeho smér zjistime takto:

> fixef (lme.4ml)

(Intercept) SexFemale I(age - 11)

24.9687500 -2.3210227 0.7843750
SexFemale:I (age - 11)

-0.3048295

Lebky divek jsou tedy nejen celkoveé mensi (o 2.32), ale i jejich riist s vékem je pomalejsi
(rocni prirastek je mensi o 0.305).

Zobrazeni LME modelu

Jak si nafitovany model zobrazime? Pokud pouzijeme (na zaklad¢ vysledkl z predchozi
sekce) model /me.4ml, méli bychom jej nejprve znovu nafitovat metodou REML.:

> lme.4<-update (lme.4ml, method="REML")

Vzhledem k tomu, ze v LME modelu se kombinuji dva typy parametri — s pevnym
a s nahodnym efektem — mtize byt pro ¢tenare zajimavé si graficky porovnat vlivy téchto
dvou skupin parametrt:

> plot (augPred(lme.4,level=0, length.out=2),grid=T, aspect=2)

Predikce hodnot vysvétlované proménné je provadéna funkci augPred na hlading
struktury ndhodnych efekti dané parametrem level. Pokud nejsou pro dany model
nahodné efekty v sob¢ hierarchicky vnofeny, napi. v naSem modelu, pfipada v tivahu jen
hodnota 1 — kdy jsou ndhodné efekty pattici k faktoru Subject zahrnuty do vypoctenych
fitovanych hodnot — nebo hodnota 0, kdy jsou nahodné efekty ignorovany. Ostatni
parametry pouzité ve funkci augPred resp. plot ovlivituji jen vzhledové vlastnosti
obrazku (Obr. 53).
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Obr. 53
V obrazku vidime, Ze jsou data popsana dvémi odlisné vysoko umisténymi piimkami
(toto umisténi je dano hlavnim efektem faktoru Sex), které se také liSi svym sklonem,
mens$im pro divky (dano interakci mezi faktorem Sex a proménnou age). Mizeme si ale

vynést také diagram, ve kterém je vidét, o kolik 1épe fituje pozorovana data plny LME
model, tj. model zahrnujici i ndhodny efekt jedinct:

> plot (augPred(lme.4,level=0:1,length.out=2),grid=T, aspect=2, layout=c(8,4))

Vysledek je v Obr. 54.
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Obr. 54

Z toho, Ze jsou piimky zahrnujici ndhodny efekt (Cervené) rovnobézné s piimkami
zalozenymi jen na pevnych efektech, je také vidét, Ze se nahodny efekt tykal jen
praseciku ptimky.

Pro pochopeni toho, Ze na§ LME model stoji nékde mezi klasickym linearnim modelem
a postupem, kdy je fitovan samostatny linedrni model pro kazdou skupinu pozorovani (tj.

vvvvvv

Imlist. modelem. Pouzijeme k tomu funkci comparePred:

> plot (comparePred (lmlist.1l,1lme.4,length.out=2), layout=c(8,4))

Vysledek (ktery vidime v Obr. 55) ndm ukazuje, Ze model /me.4 u né€kterych jedinct
skute¢nou rtstovou rychlost podcenuje (napt. u chlapce M13), zatimco u jinych ji
nadhodnocuje (naptiklad M04 nebo M11). Pro vétSinu piipadi si ale sklony pfimek dobie
odpovidaji, jak vyplyva i z testu, ktery pouziti ndhodného efektu pro sklon zéavislosti na
veéku zamitl.
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Residualy a modelovani variability

Podobné¢ jako v klasickych regresnich modelech bychom i zde neméli zapomenout na
regresni diagnostiku. V situaci, kdy nahodnou variabilitu modelujeme pomoci faktort
s nahodnym efektem, je jeji spravny popis v nasSem modelu naopak jesté dulezitéjsi.

Podivejme se nejdiive na distribuci residualti, jak se projevuje uvnitt skupin pozorovani,
odpovidajicich konkrétnim jedinciim:

> plot (lme.4, Subject~resid (., type="p"),abline=0)
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V grafu (Obr. 56) vidime rozdily nejen mezi jednotlivymi osobami, ale také obecné&jsi
trend niz§i variability mezi dévcaty, ve srovnani s variabilitou mezi chlapci. To neni, zda
se, zpusobeno jen témi nékolika ptipady, kdy se rtstova rychlost vyrazné odliSovala od
spole¢ného modelu. Jde spiSe o obecnéjsi piipad nehomogenity varianci pii porovnani
chlapcti a divek a 1épe to uvidime pokud stejné standardizované residualy (standardizaci
zajistuje parametr type="p" ve volani funkce resid) vyneseme proti fitovanym hodnotam,
zvlast pro chlapce a pro divky:

> plot(lme.4,resid(.)~fitted(.) |Sex)
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Obr. 57

Tento pomérné jednoduchy ptipad, ve kterém odhadujeme residudlni variabilitu zvIast
pro dvé skupiny definované faktorem Sex, mizeme popsat v LME modelu snadno:

> lme.5<-update (lme.4, weights=varIdent (form=~1]|Sex))

Odhady pevnych efektl se nezménily:

> fixef (1lme.4)
(Intercept) SexFemale I(age - 11)
24.9687500 -2.3210227 0.7843750
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SexFemale:I (age - 11)
-0.3048295
> fixef (1lme.5)
(Intercept) SexFemale I(age - 11)
24.9687500 -2.3210227 0.7843750
SexFemale:I (age - 11)
-0.3048295

a muzeme tedy pochybovat, zda tato zména méla n¢jaky vliv na kvalitu modelu. Presné
na tuto otazku odpovida likelihood-ratio test:

> anova (lme.4,1lme.b5)

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value
lme.4 1 6 445.7572 461.6236 -216.8786
lme.5 2 7 429.2205 447.7312 -207.6102 1 vs 2 18.53677 <.0001

Jeho vysledek jasn€ ukazuje, ze modelovani nevysvétlené variability zvlast pro chlapce
a pro divky bylo dobrou volbou. Jesté se podivejme na informaci, o kterou se rozsifil text
vypisovany funkci summary:

> summary (lme.5)

Variance function:
Structure: Different standard deviations per stratum

Formula: ~1 | Sex
Parameter estimates:
Male Female

1.0000000 0.4678944

Variance (odmocnénd, tj. prezentovana jako smérodatnd odchylka) v prvni skupiné
(v tomto ptipad€ chlapci) ma referenc¢ni hodnotu 1.0, pro ostatni skupiny (zde skupina
divky) jsou uvadény relativni hodnoty. Nevysvétlend variabilita je tedy zhruba poloviéni
(46.8%) u dévcat ve srovnani s chlapci.

Nelinearni zavislosti

Nelinearni modely se smiSenymi efekty uzivame nejcastéji v téch situacich, kdy
potfebujeme daty, ktera predstavuji zmény veliCiny v Case, prolozit né¢jakou kiivku, ktera
neni ve svych parametrech linearni a jejiz volba je dana zvyklostmi v ur¢itém védnim
oboru. Pro popis rastu populace mizeme pouzit logistické modely riizné slozitosti, pii
studiu enzymatické kinetiky rovnici Michaelise a Mentenové, v oboru farmako-kinetiky
napiiklad kompartmentovy model prvniho tadu, pokud jde napi. o 1ék podavany usty,
vsttebavajici se do krevniho ob&hu a vychytavany jednim organem.

My si zde ukazeme jen nejjednodussi pouziti, na ptikladu modelovani zmény rychlosti
fotosyntézy s rostouci koncentraci oxidu uhli¢itého (zde tedy cas jako explicitni
vysvétlujici proménna nevystupuje). Od urcité koncentrace se fotosyntetickd rychlost jiz
nezvysSuje, protoze se piiblizila asymptotické hodnoté. Rizné podminky mohou zmeénit
jak dynamiku nartistu této rychlosti, tak limitni hodnotu (asymptotu). Tyto vlivy mizeme
obvykle popsat faktory s pevnym efektem, nicméné objevuji se 1 rozdily mezi
studovanymi jedinci, které se tykaji riznych parametru fitované kiivky, a tyto rozdily je
lepsi popsat jako nahodné efekty.
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Data, ktera zde budeme pouzivat, jsou méfeni provadéna na 12 jedincich Cy4 travy
Echinochloa crus-galli. Protoze cilem bylo studovat a porovnat efekty adaptace
a aklimace, 6 rostlin pochdzelo z oblasti Quebecu, zatimco zbylych 6 z jihu USA
(Mississippi). Polovina z kazdé Sestice byla kontrolni, rostouci pii 26 °C, zatimco druha
polovina byly rostliny vystavené chladu (chilled) —teploté¢ 7 °C po dobu 14 hodin. Na
kazdé rostliné bylo provedeno meéteni spotieby oxidu uhli¢itého pii sedmi raznych
koncentracich CO,. Tato koncentrace je tedy naSim primarnim prediktorem.

>
> summary (CO2)

Plant Type Treatment conc uptake

onl H Quebec :42 nonchilled:42 Min. : 95 Min. : 7.70
on2 7 Mississippi:42 chilled 42 1st Qu.: 175 1st Qu.:17.90
Oon3 7 Median : 350 Median :28.30
Qcl HE Mean : 435 Mean :27.21
Qc3 7 3rd Qu.: 675 3rd Qu.:37.13
Qc2 : 7 Max. :1000 Max. :45.50
(Other) :42

Na rozdil od nasich ptedchozich dat je objekt CO2 "obycejny" datovy ramec, neni typu
groupedData. Velmi by se ndm ale hodilo, aby ho mél, proto si vytvofime novou verzi:

> co2.gd<-groupedData ( uptake~conc|Plant, data=C02, FUN=mean,

+ outer = ~ Type*Treatment,
+ labels = list( x = "Ambient CO2 concentration", y = "CO2 uptake rate"),
+ units = list( x = "(uL/L)", y="(umol/m"2.s)"))

Data si nyni mizeme pomérn¢ snadno vynést:

> plot (co2.gd, aspect=2)

Vysledny diagram (Obr. 58) ukazuje kiivky pro jednotlivé experimentalni rostliny, jejich
poradi uvnitt kazdé ze Ctyt skupin (definovanych kombinacemi hodnot dvou "outer"
proménnych, Type a Treatment) je dano rostouci prumérnou hodnotou rychlosti piijmu.
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Pokud bychom se chtéli zaméfit na rozdily mezi kiivkami pro rostliny patiici do riznych
skupin, miizeme obrazek zménit pomoci parametru outer:

> plot (co2.gd,aspect=1,outer=T)
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Rostliny jsou v diagramu (Obr. 59) seskupeny podle pivodu (Quebec v levém sloupci
a Mississippi v pravém) a podle experimentalniho zasahu (nonchilled v dolnim tadku
a chilled v hornim). Vidime i bez fitovani modelu, Ze vliv ochlazeni je vyrazngjsi
u rostlin jizniho pvodu.

Model asymptotického ristu

Fitovani modelu za¢neme volbou spravného typu kiivky. Obvykle (ale ne nutn€) rovnice
téchto kiivek popisuji zavislost vysvétlované proménné na jedné (primarni) vysvétlujici
proménné. Obvykle to byva €as, v nasem piipad¢ je to ale ambientni koncentrace CO2.
Kazda takova rovnice obsahuje dva nebo vice parametrii, jejichz hodnoty musi byt
odhadnuty. Takovouto kiivku mizeme prolozit daty pro kazdou skupinu pozorovani
(typicky to znamena pro kazdého jedince) nebo naopak Ize fitovat spole¢nou kiivku pro
vSechna pozorovani. Cely postup ale zacne byt zajimavy v okamziku, kdy definujeme,
které z parametri rovnice se mohou lisit mezi jedinci, a to bud’ diky ndhodné variabilité
(ndhodné efekty) nebo diky tomu, Ze se jedinci lisi v hodnotach dalSich vysvétlujicich
proménnych s pevnymi efekty. V tom druhém piipad€ popisSeme vliv dalSich prediktort
tak, Ze hodnoty parametrli nelinedrnitho modelu definujeme jako linearni kombinaci
téchto dalsich vysvétlujicich proménnych.

Zacnéme ale pro naSe data nejprve se zékladni nelinearni rovnici. Rist rychlosti pfijmu
CO; popiseme tzv. asymptotickou kiivkou s posunem (asymptotic regression with an
offset)’. Package nlme nam jiz nabizi pro tuto i jiné nelinearni rovnice preddefinované
funkce, které se oznacuji jako self-starting, protoze jsou z dat schopny urcit pocatecni
odhady pro své parametry. Pokud bychom si zvolili typ rovnice, ktera neni v package
nlme ptreddefinovana, museli bychom pro fitovani dodat pocate¢ni hodnoty odhadu.

My ale mame S$tésti, mizeme pouzit pfeddefinovanou funkci SSasympOff, kterd ma
celkem tfi parametry:

—e? (x4,
y=g-e ")

Parametr ¢; predstavuje asymptotickou hodnotu vysvétlované proménné, ke které
fitovana kiivka roste. Parametr ¢, piedstavuje logaritmus rychlosti ristu y s hodnotou x
a parametr ¢3 je hodnotou x, ve které zacne hodnota y rust (tj. do této hodnoty je, pro nase
data, rychlost pfijmu oxidu uhli¢itého nulova — nebo negativni).

Vybér nahodnych efekti pro NLME model

Podobné jako pro LME model se i zde rozhodneme, ktery ze tii parametrii modelu
vykazuje vyraznou variabilitu mezi jedinci, tak, Ze nafitujeme asymptotickou kiivku pro
kazdého méteného jedince zvIast, pomoci funkce nlsList.

> nlslist.1l<-nlsList (uptake~SSasympOff (conc, Asym, lrc, cO) |Plant,data=co2.gd)

> nlslist.l
Call:

3% Posun zde vyjadiuje skute¢nost, Ze pozitivni hodnota fotosyntézy nenastava pti nulové, ale az pii vyssi
koncentraci CO,.
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Model: uptake ~ SSasympOff (conc, Asym, lrc, cO0) | Plant
Data: co2.gd

Coefficients:

Asym lrc c0
Onl 38.13978 -4.380647 51.22324
On2 42.87169 -4.665728 55.85816

Mc3 18.53506 -3.465158 67.84877
Mcl 21.78723 -5.142256 -20.39998
Degrees of freedom: 84 total; 48 residual
Residual standard error: 1.79822

Podobn¢ jako u LME, i zde ale ziskame lepsi pfedstavu vynesenim konfidencnich
intervall pro jednotlivé parametry:

> plot(intervals(nlslist.1l,level=0.99))
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Obr. 60

V Obr. 60 vidime, ze nejvyraznéjsi odliSnosti jsou mezi rostlinami v parametru Asym,
mén¢ presvedCivé pak ve zbylych dvou parametrech. Méli bychom ovsem vzit v ivahu
i to, ze odchylky mezi jedinci pochdzejicimi z odliSnych experimentalnich skupin mohou
byt dany pevnymi efekty experimentdlniho zasahu a/nebo ptivodu rostliny, ptipadné
jejich interakci. Pro zacatek nafitujeme zakladni model s ndhodnym efektem jen
Vv parametru pozice asymptoty (tj. parametr Asym = ¢,).

V implementaci funkce n/me v ramci programu R je nejjednodussi definovat prvni
NLME model na zaklad¢ vysledku vraceného funkci nisList:

> nlme.l<-nlme (nlslist.l, random=Asym~1)

Piestoze by si self-starting funkce méla urcit po€atecni hodnoty parametrii sama, neni

tomu tak, a tak musime funkci n/me, ktera zacina "z niceho", predat i pocatecni odhady
pro hodnotami parametrt fixed a random (nic nam neodpusti ©). To by vypadalo takto:

> nlme.l<-nlme (uptake~SSasympOff (conc,Asym,lrc,c0),data=co2.gd,
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+ fixed=Asym+lrc+c0O~1, random=Asym~1,

+ start=c (Asym=30, lrc=-5,c0=50))

Pocate¢ni hodnoty, piredané jako parametr start, jsem zjistil odeCtenim prumérnych
hodnot z Obr. 60.

Parametr fixed nam ve své vySe uvedené podobé fikd, Ze vSechny tfi parametry ¢;
asymptotické kiivky maji byt konstanty, které nezavisi na Zzadné dalsi vysvétlujici
proménné s pevnym efektem, a hodnota parametru random zase urcuje, ze nahodny efekt
jedince predpokladame pouze u kiivkového parametru Asym.

Podivejme se jesté, zda by nebylo vhodné pfidat ndhodny efekt i k parametru /rc, t.
logaritmu rychlosti, se kterou se fotosynteticka rychlost zvySuje s rostouci koncentraci
CO2:

> nlme.2<-update (nlme.l, random=Asym+lrc~1)
> anova(nlme.l,nlme.2)

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value
nlme.1l 1 5 422.3691 434.5232 -206.1846
nlme.?2 2 7 419.5166 436.5323 -202.7583 1 vs 2 6.852543 0.0325

vvvvvv

modelu nlme.2.

Modelovani pevnych efektti u NLME modelu

Nejprve se musime rozhodnout, které z naSich dvou vysvétlujicich proménnych budou
ovliviiovat ktery ze tfi parametri asymptotické kiivky. Pfi rozhodovani ndm nejspise
pomiize nasledujici diagram:

> nlme.2re<-ranef (nlme.2, augFrame=T)

> plot (nlme.2re, form=~Type*Treatment)

Parametr form zajistil, ze jsou v Obr. 61 vyndSeny hodnoty nédhodnych efektti (pro dva
parametry asymptotické kiivky) do spole¢nych linii pro vSechny tfi rostliny, sdilejici
hodnoty faktori Type a Treatment; bez néj by méla kazda rostlina samostatnou
horizontalni linii. Funkce plot nasla hodnoty Type a Treatment pro kazdé pozorovani
v objektu vraceném funkci ranef — ta normalné vraci jen vlastni odhady nahodnych
efektl, ale argument augFrame zajistil, Ze sem byly ze zdrojovych dat piekopirovany
1 hodnoty vysvétlujicich proménnych.
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Z diagramu vidime, Ze se odchylky jednotlivych rostlin od primérnych hodnot parametrt
li$i pfedevsim podle geografického pivodu, nicméné i efekt chladu je vyrazny, zejména
pro rostliny z Mississippi. To naznaCuje existenci interakce mezi faktory Type
a Treatment. Zkusime si proto rovnou nafitovat model s pevnymi, kombinovanymi efekty
obou faktorti na parametry Asym a lrc:

> nlme.3<-update (nlme.2, fixed=1list (Asym+lrc~Type*Treatment, c0~1))

Error in nlme.formula (model = uptake ~ SSasympOff (conc, Asym, lrc, cO),
starting values for the fixed component are not the correct length

Jenze to nefunguje — pocatecni hodnoty jsou k dispozici jen pro tfi pivodni parametry,
anyni ndm pro kazdy parametr, ktery vysvétlujeme hlavnimi efekty vektor Type
a Treatment (a jejich interakci), pfibyly tfi dalsi parametry (oba faktory maji totiz jen dvé
hladiny). Pro tyto nové parametry (vsunuté za jim odpovidajici plivodni parametry)
muzeme pouzit pocatecni hodnotu nulovou (ptedstavujici absenci vlivu faktori):

> fixef (nlme.2)
Asym lrc cO
32.411849 -4.560327 49.342305
> nlme.3<-update (nlme.2, fixed=1list (Asym+lrc~Type*Treatment,cO0~1),
+ start=c(32.412,0,0,0, -4.56,0,0,0,49.34))
> fixef (nlme.3)
Asym. (Intercept)

41.8175806
Asym.TypeMississippi
-10.5304916
Asym.Treatmentchilled
-2.9694093
Asym.TypeMississippi:Treatmentchilled
-10.8992725

lrc. (Intercept)
-4.5572679
lrc.TypeMississippi
-0.1041054
lrc.Treatmentchilled
-0.1712432

lrc.TypeMississippi:Treatmentchilled
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0.7412328
c0
50.5076531

Tentokrat to tedy fungovalo a z vystupu funkce fixef vidime, Ze napi. hodnota asymptoty
je pro kontrolni rostliny z Quebecu rovna 4/.818, zatimco pro rostliny z Mississippi je
obecné od 70.53 nizsi, a tfeba pro chlazené rostliny z Mississippi je nizSi o dalSich
(2.969+10.899). Velikosti pevnych efektli jsou méné vyrazné pro parametr /rc, jejich
prikaznosti miizeme prozkoumat pomoci funkce anova:

> anova (nlme.3)
numDF denDF F-value p-value

Asym. (Intercept) 1 64 1905.529 <.0001
Asym.Type 1 64 221.172 <.0001
Asym.Treatment 1 64 47.254 <.0001
Asym.Type:Treatment 1 64 128.299 <.0001
lrc. (Intercept) 1 64 12972.224 <.0001
lrc.Type 1 64 0.359 0.5513
lrc.Treatment 1 64 0.000 0.9870
lrc.Type:Treatment 1 64 3.042 0.0859
c0 1 64 133.897 <.0001

Vysledky pro /rc parametr asymptotické rovnice ukazuji, Ze se jeho hodnota obecné
nelisi mezi obéma geografickymi oblastmi ani mezi chlazenymi a kontrolnimi rostlinami.
To je také dobte vidét pokud budeme spolecné testovat jen hlavni efekty obou faktorti:

> anova (nlme.3, Terms=c (6, 7))

F-test for: Irc.Type, Irc.Treatment
numDF denDF F-value p-value

1 2 64 1.188622 0.3113

Naproti tomu interakce je prukazna, pokud ji testujeme spole¢né s hlavnim efektem
kteréhokoliv z obou faktort, naptiklad:

> anova (nlme.3, Terms=c (6, 8))

F-test for: Irc.Type, lrc.Type:Treatment
numDF denDF F-value p-value

1 2 64 6.297781 0.0032

To odpovida obsahu Obr. 61, ve kterém se hodnoty /rc odliSuji jen pro ochlazované
rostliny z oblasti Mississippi.

Zobrazeni nafitovaného NLME modelu

Jesté si ukdzeme, jak fitovany model zobrazit. Postup je obdobny jako u LME modeld,
op¢t pouzijeme funkci augPred pro ziskani fitovanych hodnot s a bez ndhodnych efekta.
Ceka nas ale jeden technicky problém:

> plot (augPred(nlme.3,level=0:1))

Error in predict.nlme (object, value[l: (nrow(value)/nL), , drop = FALSE],
Levels Quebec,Mississippi not allowed for Type

Jde o znamou chybu v implementaci package nlme v programu R, kterd nebyla za n¢kolik
let opravena (nicmén¢ je znamo, jak ji obejit). Musime se vratit k volani funkce update,
ktera nam nafitovala model nlme.3 a uzavtit odkazy na faktory Type a Treatment do
volani funkce factor:

> nlme.3<-update (nlme.2, fixed=1ist (Asym+lrc~Factor(Type)*Ffactor(Treatment),
+ c¢O~1), start=c( 32.412, 0, O, 0, -4.56, 0, 0, O, 49.34))
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Ted nam jiz funkce plot bude fungovat (pfidame ji jest€ dva parametry, ovlivitujici
vzhled panelt i jejich usporadani):
> plot (augPred(nlme.3,level=0:1),grid=T, layout=c(6,2))

A zde je vysledny diagram:
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Obr. 62

Zobecnéné LME modely

Také LME modely l1ze zobecnit stejnym zpiisobem jako klasické linearni, tj. volbou typu
distribuce pro ndhodnou variabilitu a také vhodné link funkce. To je napf. vyhodné,
pokud chceme modely zahrnujici ndhodné efekty pouzivat pro binarni vysvétlovanou
proménnou. Konkrétni piiklad uvadét nebudu, ale ¢tenéfi prozradim, Ze potfebna funkce
se jmenuje glmmPQL, je soucasti package MASS a ve svém pouziti se od funkce /me 1isi
jen v tom, ze v ni pfibyl navic parametr family, ktery se zde uziva stejnég, jako ve funkci

glm.
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9 Prace s castecné zavislymi uadaji: fylogeneticka
korekce a bodova usporadani

V piedchozi kapitole jsme si ukézali, Ze jednotlivdA pozorovani ve skupindch
definovanych v linedarnim modelu se smiSenymi efekty jsou spolu korelovana. Bud’
muzeme povazovat tuto jejich korelaci za symetrickou (tj. stejnou pro vSechna
pozorovani ve skupin€) nebo miizeme jeji konkrétni podobu ptesn€ji modelovat — napf.
jako casovou autokorelaci nebo korelaci prostorovou.

Velmi casto ale potfebujeme analyzovat data, ktera predstavuji jen jednu velkou
"skupinu" pozorovani, tj. vztah ¢astecné zavislosti je mezi vSemi nasimi pozorovanimi.
Pokud tuto ¢astecnou zévislost ignorujeme, miizeme pouzit standardni statistické metody,
naSe zavéry o testovanych hypotézach ale budou povétsinou pfiliS optimistické (tj.
skute¢na pravdépodobnost chyby prvniho druhu bude obecné vyssi, nez je nas odhad).

U biologickych dat se nejcasteji setkadvame se dvéma specialnimi ptipady korelovanych
dat — fylogenetické zavislosti mezi taxony porovnavanymi v ramci srovnavacich studii
a prostorové korelace mezi pozorovanimi.

Fylogeneticka zavislost — motivaéni priklad

Biologické srovnavaci studie porovnavaji taxony s riznou mirou "piibuznosti". Ackoliv
bychom tuto pifibuznost idealné¢ mohli popsat fylogenetickym stromem se spolehlivymi
odhady casti divergence jednotlivych vyvojovych linii, v praxi mame jen nepfili§
spolehlivé odhady, nékdy ani to ne. Zakladni postupy metod fylogenetické korekce ve
srovnavacich studiich proto popiSeme na piikladu, ve kterém je naSe znalost evolu¢ni
sptiznénosti jednotlivych taxont chaba. Jde o ptikladova data z package ape, popisujici
ruzné charakteristiky jednotivych druhi Selem:

> library (ape)
> summary (carnivora)

Order SuperFamily Family Genus
Carnivora:112 Caniformia:57 Viverridae :32 Mustela : 9
Feliformia:55 Mustelidae :30 Herpetes: 8

Felidae :19 Panthera: 5

Canidae :18 Canis 4

Hyaenidae : 4 Martes 4

Procyonidae: 4 Felis 3

(Other) : 5 (Other) :79

Species FW SW FB
Acinonyx jubatus HE Min. : 0.050 Min. ¢ 0.050 Min. : 1.00
Ailuropoda melanoleuca : 1 l1st Qu.: 1.245 l1st Qu.: 1.400 l1st Qu.: 15.25
Alopex lagopus 1 Median : 3.400 Median : 3.895 Median : 33.00
Aonyx capensis 1 Mean : 18.099 Mean : 20.084 Mean : 53.40
Arctictis binturong 1 3rd Qu.: 10.363 3rd Qu.: 11.592 3rd Qu.: 57.38
Arctogalidia trivirgata: 1 Max. :320.000 Max. :365.000 Max. :365.00
(Other) :106
SB LS GL BW WA
Min. ¢ 1.00 Min. :1.000 Min. : 23.50 Min. : 0.01 Min. 0 21.0
1st Qu.: 15.68 1st Qu.:2.500 1st Qu.: 53.80 lst Qu.: 41.88 l1st Qu.: 54.5
Median : 33.75 Median :3.000 Median : 63.00 Median : 116.25 Median : 70.0
Mean : 56.43 Mean :3.232 Mean : 65.79 Mean : 249.31 Mean :104.0
3rd Qu.: 57.17 3rd Qu.:3.800 3rd Qu.: 73.50 3rd Qu.: 286.88 3rd Qu.:117.0
Max. :459.50 Max. :8.800 Max. :168.00 Max. :1650.00 Max. :730.0
NA's :2.000 NA's : 21.00 NA's : 50.00 NA's : 49.0
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Nase informace o evolucni spfiznénosti jednotlivych druhii se zde omezuji na jejich
zatazeni do klasickych taxonomickych jednotek (Order, SuperFamily,...).

Ptame se na to, zda se primérnad velikost vrhu (proménna LS) méni podle primérné
velikosti mozku (proménna SB). Nejprve mizeme vztah téchto dvou proménnych
zhodnotit graficky:

> plot (LS~SB,data=carnivora)
Diagram (zde vynechan) i vaha® nam naznaluji, Ze by na§ prediktor (SB) mél byt
pouzivan na logaritmické Skale. Podobné¢ miizeme uvazovat i o vysvétlované proménné,

ale vzhledem k omezenému rozsahu hodnot velikosti vrhu zde logaritmicka transformace
asi neni nutna*’:

> plot (LS~1log (SB),data=carnivora)

Vysledny diagram (Obr. 63) ukazuje obecny pokles velikosti vrhu s rostouci velikosti
mozku.
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Obr. 63

Stejny zavér by nam dala i analyza, ve které¢ bychom piibuznost mezi druhy ignorovali:

> summary (lm(LS~1log (SB),data=carnivora))

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 4.3392 0.3819 11.362 < 2e-16 **x*
log (SB) -0.3229 0.1057 -3.055 0.00283 *=*

¥ Nebudu se asi ptat "jak se velikost vrhu zméni, kdyz se hmotnost mozku zvysi o 5 g?". Spi§ mne bude
zajimat, jaky efekt ma zvySeni hmotnosti o napriklad 10%.
4. to, zda transformuji nebo ne, piili§ neovlivni vysledné modely.
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Multiple R-Squared: 0.07955, Adjusted R-squared: 0.07103
F-statistic: 9.334 on 1 and 108 DF, p-value: 0.002834

Vysledek ndm naznacuje prukazny (p<0.003) pokles velikosti vrhu s rostouci hmotnosti
mozku.

Evolucéni setrvacnost

Jenomze ignorovat spiiznénost studovanych taxonti bychom neméli. ProtoZe je v naSem
souboru vétsi pocet blizce pribuznych druht, je docela dobfe mozné, ze podobné hodnoty
velikosti mozku ¢i poc¢tu mlad’at ve vrhu mél i jejich spolecny piedek a porovnavané
znaky vlastné ani "nemély Cas" se mezi pfibuznymi taxony rozriiznit (tzv. evolu¢ni
setrvacnost, evolutionary inertia). Z tohoto pohledu mohou byt mnohé z porovnavanych
taxonll povazovany za pseudo-replikace, tj. nepfedstavuji nezavislé prispévky (dikazy)
pro testovanou hypotézu.

V ptipadé€, kdy studujeme vztah mezi charakteristikami druhii a vlastnostmi prostiedi, ve
kterém tyto druhy Zziji, se kromé evolu¢ni setrvacnosti mizeme setkavat i s tzv. nikovou
setrvacnosti, Casto nazyvanou i nikovy konservatismus (niche conservatism). Jestlize
spole¢ny predek dvou nebo vice druhd zil v urcitém prostiedi, pak je docela
pravdépodobné, ze i z n¢j vyvinuté (evolucné se postupné odliSujici) druhy zistaly
v daném typu prostiedi nebo se presunuly do prostiedi svymi vlastnostmi podobného.
Tento efekt mize plisobit nepiimo i v naSich datech — pokud je napiiklad velikost vrhu
ovliviiovéna vlastnostmi prostfedi, ve kterém dany druh Selmy zije.

Podobnost hodnot pro piibuzné druhy je vidét i na vysSich taxonomickych urovnich,
napiiklad v ¢eledich, jak ukazuje Obr. 64 vytvoreny nasledujicim kodem:

> library(lattice)
> xyplot (LS~log (SB),groups=Family,data=carnivora, auto.key=TRUE)
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Ailuridae
Canidae
Felidae
Hyaenidae
Mustelidae
Procyonidae
Ursidae
Viverridae

o0 oo

oo

LS
o

log(SB)
Obr. 64

Variabilitu v hodnotach vysvétlovanych i vysvétlujicich proménnych, kterou lze vysvétlit
evolucni setrvacnosti, bychom méli odstranit (zohlednit) diive, nez tyto proménné
pouzijeme v naSich modelech. Toho 1ze dosdhnout riznymi postupy, z nichZz alespon
nékteré (v tomto textu zmiflované) jsou viceméné ekvivalentni, vSechny ale vyZzaduji
popis vztahll mezi jednotlivymi taxony, tj. odhad jejich evolucni spfiznénosti. Tyto udaje
lze nejlépe odvodit z fylogenetického stromu popisujiciho hypotézy vyvoje aktualné

ey

zijicich (a v naSem datovém souboru zahrnutych) taxont ze spolecnych piedkt.

Fylogeneticky strom

Pro vytvareni fylogenetickych stromii ze znamé informace o jednotlivych taxonech
(v dnesni dobé obvykle ze sekvence bazi nebo sekvence aminokyselin v proteinech)
existuje velka paleta postupti a specializovanych programu a také v ramci programu R
existuji funkce (napf. v package ape) vhodné ke konstrukci a porovnavani
fylogenetickych stromi. Nicméné toto téma nepatii do oblasti modernich regresnich
metod a proto budu piedpokladat, ze Ctendi ma takovy strom jiz k dispozici nebo si
vytvoti jeho nedokonalou nahrazku z hierarchické taxonomické informace zptisobem
popsanym nize.

Fylogeneticky strom, ktery chceme pouzit ke "korekci" naSeho statistického modelu
(Casto se tento postup oznacuje jako fylogenetickd korekce, phylogenetic correction),
musi mit nejen definovanou strukturu vétveni, ale i odhadnuté délky jednotlivych vétvi.
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Tyto délky by mély predstavovat dobu, ktera uplynula od okamziku, ve kterém zacal
spole¢ny piedek (piedstavovany uzlem — nodem, ve které se dana vétev spojuje s jinou)
divergovat do dvou nebo vice nezdvislych vyvojovych linii. Z pohledu metod
fylogenetické korekce ale neni idedlem odhad absolutniho ¢asu (napf. miliony let ode
dneska), protoze rychlost evolu¢nich zmén se mohla v riznych obdobich ménit, naptiklad
s ménicimi se vlastnostmi prostfedi, ve kterych se druhy vyvijely*'. Podstata odhada
délek vétvi (zalozenych na mife odliSnosti sekvenci bazi ¢i aminokyselin) ale nastésti
vyhovuje piedpokladu, ze délka vétvi odpovida mite, ve které se vlastnosti organismu
mohly za dané obdobi zménit.*

Pokud méame strom zkonstruovany ze sekvencnich informaci (nebo alespon
z morfometrickych udajia — nemélo by jit ale o stejné udaje, které zamyslime analyzovat
pomoci fylogeneticky korigovanych modeli!), budeme mit jeho definici ulozenou
nejspise v tzv. Newick-ové formatu®, ktery vypada naptiklad takto:
( SangMino: 30,

( PoteArge:5,

PoteErec:5

) :25
)
Vyse uvedeny text popisuje fylogeneticky ministrom (pfili§ maly pro realné analyzy), ve
kterém jsou propojeny tfi taxony, z nichz dva (z rodu Potentilla) se odd¢lily ze
spolecného piedka pted 5 Casovymi jednotkami, a spolecny piedek, které¢ho sdilely
se tietim druhem (Sanguisorba minor, také z celedi rtizovitych), zil zhruba pired 30
casovymi jednotkami. Soubor s takto popsanym fylogenetickym stromem nacteme do
programu R (pokud jsme jiz zptistupnili package ape) pomoci funkce read.tree. Soubory
popisujici fylogeneticky stromecek pomoci alternativnich formati 1ze nacist funkcemi
read.caic nebo read.nexus.

V ptipad¢ naSich dat ale fylogeneticky strom popisujici vztahy mezi jednotlivymi druhy
Selem nemame k dispozici a nasi jedinou moznosti bude spoléhat se na klasickou
hierarchickou taxonomii, i kdyz ta mize byt v rozporu s fylogenetickymi principy. Na
taxonomii zaloZeny strom vytvoiime takto:

> carn.tree<-as.phylo (~SuperFamily/Family/Genus/Species,data=carnivora)

Obsah takto vytvofeného stromu nam vyjadiuje vpodstate jen skutecnost, ze druhy patiici
do jednoho rodu si jsou blize nez druhy z rodu jiné¢ho, a podobné¢ ze druhy ze stejné
celedi (€1 nadceledi) jsou si podobnéjsi, i kdyz méné€ nez druhy stejného rodu. S obsahem
stromu se mizeme blize seznamit pomoci funkci summary a plot:

> summary (carn.tree)

Phylogenetic tree: carn.tree

I Bohuzel je docela dobfe mozné, e tato variabilita v rychlosti vyvoje je rizna pro rtizné, v modelech
porovnavané znaky, ale musime se v tomto pfipadé smifit s absenci pfesnéjsich informaci.

*2 Proti tomuto pozadavku oviem stoji obvykly metodicky pozadavek, aby byl piislusny strom
ultrametricky, tj. aby soucet délek vétvi od urcitého koncového bodu (tj. aktualné zijiciho druhu)

k libovolnému ptedku (véetné kofene fylogenetického stromu) byl pro viechny koncové body stejny.

# Newick nebyl fylogeneticky badatel, ale zakladatel restaurace, ve které byly dohodnuty zaklady tohoto
formatu.
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Number of tips: 112

Number of nodes: 26

No branch lengths.

No root edge.

First ten tip labels: Canis lupus
Canis latrans
Canis adustus
Canis mesomelas
Lycaon pictus
Cuon alpinus
Alopex lagopus
Vulpes vulpes
Vulpes bengalensis
Vulpes chama

No node labels.

> plot (carn.tree, cex=0.5)

VSimnéme si nejprve, Ze strom ma sice 112 koncovych bodi (Spicek — tips),
odpovidajicich 112 srovndvanym druhiim Selem, nicméné jen 26 vnitinich néd (mist
vétveni). To je disledkem skuteCnosti, Zze mnoha vétveni jsou polytomicka — vSechny
vétve odpovidajici druhiim jednoho rodu vychazeji ze stejného bodu, podobné pro
vSechny rody z dané celedi, atd. Pro pln¢ dichotomicky vétveny strom je pocet vnitinich
uzli roven poctu koncovych bodi zmensenému o jednotku (tj. byl by 111 v nasem
ptiklad¢). Dale nas funkce summary informuje, Ze pro tento strom nejsou znamy délky
vétvi. Funkce plot ale nemlzZe strom bez znalosti délek nakreslit, a tak si délky sama
"vymyslela". Pouzivd ktomu tzv. Grafenovu metodu, pomoci které délky vétvi
vypocteme nize sami. Vzdalenost vétveni od koncovych bodii (na pravé strané diagramu
v Obr. 65) je v této metod€ urcena poctem koncovych bodi, které dany uzel nese. To je —
v piipadé absence doplitujicich znalosti — asi nejlepsi mozné feseni**.

Hgets
s
ficha

Obr. 65

* odpovida piedpokladu, Ze taxony byly z dané skupiny vybirany nahodng, viechny maji stejnou hodnotu
a Cetnost divergenci byla v pribéhu evoluce konstantni
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Abychom pftidali takto "vypocCtené" ad hoc délky do objektu, popisujiciho nas
"fylogeneticky" strom, pouzijeme funkci compute.brlen:

> carn.tree.2<-compute.brlen(carn.tree)

Nyni mizeme takto vytvofeny strom pouZzit v nékteré z vicero existujicich metod
fylogenetické¢ korekce. Zde si ukdzeme nejjednodussi zplsoby pouziti tii znich —
zobecnénych nejmensich ¢tverct (generalized least squares, GLS), nezavislych kontrasta
(obvykle nazyvanych phylogenetically independent contrasts, PIC) a Desdevisovy
metody — existuje jich ale vétsi mnozstvi.

Metoda GLS

Metoda GLS je obecnéjsi, nejde o specifickou metodu jen pro praci s fylogenetickymi
daty. Predstavuje zobecnéni klasické linearni metody, ve kterém se muze jednak liSit
presnost (spolehlivost) hodnot jednotlivych pozorovani (tato vlastnost GLS se pfi
fylogenetické korekci obvykle nepouziva), jednak (a to je praveé zde dalezité) mizeme
v GLS modelech popsat korelaci (kovarianci) mezi jednotlivymi pozorovanimi.
V package ape jsou tyto modely nabizeny ve vice obecné podob¢, nazyvané GEE
(generalized estimating equations), ve které je mozné zvolit i typy distribuce a link
funkce, podobné jako ve zobecnénych linearnich modelech. My ale budeme funkci
compar.gee pouzivat v té nejjednodussi forme:
> compar.gee (LS~1og (SB) ,data=carnivora,phy=carn.tree.2)
Error in compar.gee (LS ~ log(SB), data = carnivora, phy = carn.tree.2)

the present method cannot (yet) be used directly with missing data: you
may consider removing the species with missing data from your tree with the
function “drop.tip'.

In addition: Warning message:
the rownames of the data.frame and the names of the tip labels do not match:

Funkce compar.gee odmitd pracovat, vysvétluje nam ale, v ¢em je problém:
v porovnavanych proménnych (konkrétné v proménné LS, predstavujici velikost vrhu, viz
vystup z funkce summary na zacatku kapitoly) mame chybéjici hodnoty. Musime tedy jak
z fylogenetického stromu, tak z datového rdmce s proménnymi LS a SB, odstranit ty
druhy, pro které udaje o LS chybi. Nejprve zjistime, jaké indexy maji druhy s chybé&jicimi
udaji, a pak tyto indexy vynechame pii tvorbé nového datového ramce a nového stromu:

> (1:112) [is.na (carnivoraSLS) ]

[1] 63 70

> carnivora.2<-carnivora[c (-63,-70),]
> carn.tree.3<-drop.tip(carn.tree.2, c(63,70))

Nyni jiz mizeme fitovat GLS model. Funkce compar.gee vyprodukuje vystup, ktery je
pomérné mélo informativni a zde je vynechan®.

> cg.l<-compar.gee (LS~log(SB), data=carnivora.2, phy=carn.tree.3)

> cg.l
Call:

* Ukazuje, Ze autofi package ape pilné badaji a nemaji ¢as uhlazovat detaily ©
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formula: LS ~ log(SB)
Number of observations: 110

Model:
Link: identity
Variance to Mean Relation: gaussian

Summary of Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-1.8625505 -0.3380243 0.1662743 0.9956809 5.9365567

Coefficients:

Estimate S.E. t Pr(T > |t])
(Intercept) 2.70570320 0.80144164 3.3760452 0.003482129
log (SB) 0.03245807 0.06668408 0.4867439 0.632493886

Estimated Scale Parameter: 1.933533
"Phylogenetic" df (dfP): 19.45946

Primarnim vysledkem jsou odhady regresnich koeficientl, zejména sklonu piimky
popisujici zavislost LS na logaritmu SB. Po fylogenetické korekci neni vztah velikosti
vrhu k velikosti mozku prikazny. Za zminku stoji 1 posledni fadek s hodnotou statistiky
dfP, kterd ptredstavuje odhad poctu stupiii volnosti, zohlediiujici vzajemnou zavislost
mezi jednotlivymi pozorovanimi. Tento odhad je zaloZzen vyluéné na struktufe
vyvojového stromu, ktery metoda pouzivala.

Metoda PIC

Jde asi o nejvice pouzivanou metodu fylogenetické korekce, kterou lze pouzit predevSim
pro kvantitativni data. Pivodnich n (v naSem ptipadé¢ 110) pozorovani pro kazdou
z porovnavanych prom&nnych*® je nahrazeno n-1 kontrasty — rozdily mezi hodnotami,
predpovidanymi pro dva taxony (nejen srovnavané druhy, ale i hypotetické spolec¢né
ptedky, odpovidajici vnitinim n6dim fylogenetického stromu), jejichz vétve se ve stromu
bezprostfedné spojuji. Tyto rozdily jsou déale standardizovany ocekavanou variabilitou
jejich odhadi, a ta je vypoctena z délek vétvi. Vzhledem ke zpiisobu vypoctu kontrasti
jako rozdilu dvou hodnot je nezbytné, aby byl pouzity strom plné dichotomicky (tj.
v jednom nodu se spojovaly vzdy dvé vétve). Ze to neni nas piipad uvidime hned pfi
prvnim pokusu o vypocet PIC:

> LS.pic<-pic(carnivora.2$LS,carn.tree.3)

Error in pic(carnivora.2$LS, carn.tree.3)

"phy" is not fully dichotomous

Funkce multi2di arbitrarng "rozstépi" polytomické vétveni*’ na sérii dichotomickych,
pficemz délka uméle vytvorenych vétvi (odd€lujici jednotlivé dichotomie v sérii) je
nastavena na nulovou hodnotu.

> LS.pic<-pic(carnivora.2$LS,multi2di (carn.tree.3))
> logSB.pic<-pic(log(carnivora.2$SB),multi2di (carn.tree.3))

% Je dulezité si uvédomit, ze PIC metoda "nezéavisle" (ovsem s pouzitim téhoz fylogenetického stromu)
"prezvyka" kazdou z proménnych tak, aby se daly pouzit v ngjaké standardnim (nejspiSe linedrnim)
modelu.

'y nagich datech jde napt. o skupiny vice druhti ze stejného rodu
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V ptipad¢ velikosti mozku tedy opét pouzivame logaritmované hodnoty. Pfi uziti
kontrastd je dulezité pamatovat na to, ze jde o rozdily ptivodnich hodnot (a také hodnot
vypoctenych pro hypotetické ptredky, predstavované vnitinimi nody stromu) a ze
odchylku od nuly v hodnoté¢ vysvétlované proménné korelujeme s odchylkou
v hodnotdch proménné (proménnych) vysvétlujicich. Je proto nezbytné, abychom
v nasich modelech neméli absolutni ¢len, nulovd hodnota kontrastu vysvétlujici
promé&nné pak bude odpovidat nulové hodnot kontrastu proménné vysvétlované.*

> summary (lm(LS.pic~logSB.pic-1))

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
logSB.pic -0.02237 0.15322 -0.146 0.884

Residual standard error: 4.619 on 108 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.0001973, Adjusted R-squared: -0.00906
F-statistic: 0.02132 on 1 and 108 DF, p-value: 0.8842

Zaver ziskany metodou PIC je tedy shodny s tim, ktery jsme ziskali metodou GLS:
velikost mozku neméd po fylogenetické korekci vliv na primérnou velikost vrhu
jednotlivych druhti Selem.

Desdevisova metoda

Metoda, kterou publikovali Desdevises et al. v roce 2003, opét vychdzi z informace
obsazené ve fylogenetickém stromu. Tuto informaci ale transformuje do podoby
proménnych, které v modelu predstavuji vliv fylogenetické spfiznénosti mezi
jednotlivymi  pozorovanimi (taxony) na hodnoty vysvétlované 1 vysvétlujicich
proménnych. Obvykle tedy piedstavuji tyto proménné v naSem modelu kovariaty. Na
druhou stranu ale také mtizeme zamé&fit nasi pozornost pfimo na né€ a studovat, napiiklad,
v jaké mife se vysvétlujici schopnost evolu¢ni minulosti prekryva s vlivem prostiedi,
protoze takovy prekryv miZe byt s jistou opatrnosti*’ interpretovan jako nikovy
konservatismus.

Postup, kterym jsou z fylogenetického stromu tyto "fylogenetické proménné" vytvéreny,
je pomémn¢ jednoduchy. Informace o evoluc¢ni vzdalenosti jednotlivych pard taxona (tj.
jak daleko je, méteno délkou vétvi, ke spole¢nému predku zvolené dvojice taxontl) je
pfevedena na soufadnice jednotlivych taxonli na osach analyzy hlavnich koordinat
(principal coordinate analysis, PCO ¢i PCoA). Problém ale nastavd s tim, ze obecné
potiebujeme k prevodu vzdalenosti mezi n taxony celkem n-/ takovych os a v takovém
pfipadé¢ ndm téchto n-/ proménnych vysvétli nezbytné veSkerou variabilitu hodnot
vysvétlované proménné. Postup, ktery doporucuji Desdevises et al., je vybrat jen ty
fylogenetické prediktory, které maji prikazny vztah k vysvétlované proménné. Vybér je

* Pokud bychom tedy testovali mnohorozmérnou hypotézu, s vice vysvétlovanymi proménnymi, napiiklad
metodou RDA, neméli bychom vysvétlované proménné centrovat, protoze centrovanim vlastné
deklarujeme existenci absolutniho ¢lenu, ktery takto z modelu odstraiiujeme.

* protoze i vlastnosti prostfedi se v ase ménily
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zjednodusen tim, ze jednotlivé osy PCO jsou vzajemné¢ nekorelované (linearn¢
nezavislé).

Nejprve tedy prevedeme nas vyvojovy strom na matici vzdalenosti:

> carn.dist<-cophenetic (carn.tree.3)
> dim(carn.dist)
[1] 110 110

Funkci dim jsme si ovéfili, Ze byla vytvofena symetricka ¢tvercova matice pro 110 druhi
Selem. Faktorizaci metodou PCO miizeme provést pomoci funkce cmdscale:

> carn.pco<-cmdscale (carn.dist, k=109,eig=T)

Warning messages:

1: some of the first 109 eigenvalues are < 0 in: cmdscale(carn.dist, k = 109,
eig = T)

2: NaNs produced in: sqgrt (ev)

To, ze néktera charakteristickd Cisla jsou zapornd, neni tak necekané. To se stava
v ptipad¢é, Ze vzdalenosti v matici obsazené nejsou zcela metrické, ve smyslu
Eukleidovského prostoru (neni napft. splnéna podminka tzv. trojihelnikové nerovnosti).
Takové vzdalenosti se nedaji zcela ptfesné zobrazit v n-rozmérném eukleidovském
prostoru a tento rozpor popisuji osy se zapornymi charakteristickymi €isly (na téchto
osach maji soufadnice jednotlivych taxonli komplexni hodnoty). Proto se pii vybéru
prikaznych hodnot omezime na osy PCO, které maji kladna charakteristicka ¢isla:

> names (carn.pco)

[1} "points" "eig" "X" "acl' "GOF"
> carn.pco$eig

[1] 8.122080e+04 8.695949e+03 2.013655e+03 2.013655e+03 2.013655e+03
[6] 2.013655e+03 2.013655e+03 2.013655e+03 2.013655e+03 2.013655e+03
[11] 2.013655e+03 2.013655e+03 2.013655e+03 2.013655e+03 2.013655e+03
[16] 2.013655e+03 2.013655e+03 2.013655e+03 2.013655e+03 1.117095e+03
[21] 1.065576e+03 1.065576e+03 1.065576e+03 8.359125e+02 2.946993e+01
[26] 1.598831le+01 1.598831e+01 1.598831e+01 1.598831e+01 1.598831le+01

86] 6.492979%e-04 1.623245e-04 1.623245e-04 0.000000e+00 0.000000e+00
91] 0.000000e+00 -3.637979%9e-12 -3.637979%9e-12 -3.637979%9e-12 -3.637979%e-12
96] -3.637979%e-12 -3.637979%e-12 -3.637979%-12 -3.637979%9e-12 -1.09139%4e-11
01] -1.091394e-11 -1.091394e-11 -1.091394e-11 -1.091394e-11 -1.455192e-11
06] -1.455192e-11 -1.81898%e-11 -1.81898%e-11 -2.268348e+02

Vidime, Ze posledni kladné (byt’ pomérn¢ malé) charakteristické ¢islo odpovida 88. ose.
V tomto okamziku nés z vysledki budou zajimat jen soufadnice bodi (taxontll), ptesnéji
soufadnice na prvych 88 osach:

> carn.pco<-carn.pco$points

> dim(carn.pco)

[1] 110 109

> carn.pco<-carn.pco[,1:88]

> dim(carn.pco)
[1] 110 88

Postupny vybér signifikantnich prediktorti z nabizenych 88 os je ponékud zdlouhavy
(automatizovand metoda zalozend na hodnoté AIC je v pfipadé¢ velkého mnozZstvi
prediktori zv1asté liberalni, vybira jich zbyte¢né mnoho), takze je zde zobrazena jen jeho
cast:

> carn.pco.x<-data.frame (carn.pco)

153



> names (carn.pco.x)

1] "Xl ovx2m o 3" x4 "¥5" O MXEM  "XT7" "X8M  "X9M  "X10M "X11“ "X12"
"X13™ "X14" "XI5™ "X1e" "XIT7™ "X18"™ "X19™ "X20"™ "X21" "X22™ "X23" "X24"
"X25™ "X26" "X27" "X28" "X29" "X30" "X31" "X32" "X33" "X34"™ "X35" "X36"
"X3T7M "X38" "X39M™ "X40" "X41M™ "X42"™ "X43M "X44"™ "X45" "X46"™ "X47T7" "X48"
"X49™ "X50" "X51™ "X52™ "X53" "X54M™ "X55" "X56"™ "X57" "X58" "X59" "X60"
"X61"™ "X62" "X63" "X64" "X65" "X66" "X67" "X68" "X69" "X70"™ "X71" "X72"
"XT73™ "XT74" "XT5™ "X7e" "XT77"M "X78M™ "X79" "X80M™ "X8L" "X82" "X83" "X84"
] "X85" "X86"™ "X87" "X88"

> xnam<-paste ("X",1:88,sep="")

> xnam

1] "xi" "xa" "X3" "xan "X5" "Xe" "XT" "xX8" "Xon "X10™ "X11m "xiz"
"X13™ "X14" "XI5™ "X1e" "XIT7™ "X18"™ "X19M™ "X20"™ "X21" "X22"™ "X23" "X24"
"X25™ "X26" "X27" "X28" "X29" "X30" "X31" "X32" "X33" "X34"™ "X35" "X36"
"X3T7M "X38M" "X39™ "X40" "X41M™ "X42"™ "X43M "X44"™ "X45" "X46M™ "X4T7" "X48"
"X49™ "X50" "X51™ "X52™ "X53" "X54M™ "X55" "X56"™ "X57" "X58" "X59" "X60"
"X61"™ "X62" "X63" "X64" "X65" "X66"™ "X67" "X68" "X69" "X70" "X71" "X72"
"XT73"™ "XT74" "XT75™ "X7e" "XT7T7M™ "X78"™ "XT79M"™ "X80" "X8I" "X82™ "XB3" "X84"
] "X85" "X86" "X87" "X88"

> carn.form<-as.formula (paste ("~",paste (xnam,collapse="+")))

> carn.form

~X1 + X2 4+ X3 + X4 + X5 + X6 + X7 + X8 + X9 + X10 + X11 + X12 +
X13 + X14 + X15 4+ X16 + X17 + X18 + X19 + X20 + X21 + X22 +
X23 4+ X24 + X25 4+ X26 + X27 4+ X28 + X29 + X30 + X31 + X32 +
X33 + X34 + X35 4+ X36 + X37 + X38 + X39 + X40 + X41 + X42 +
X43 + X44 + X45 + X46 + X47 + X48 + X49 + X50 + X51 + X52 +
X53 + X54 + X55 4+ X56 + X57 + X58 + X59 + X60 + X61 + X62 +
X63 + X64 + X65 + X066 + X67 + X68 + X69 + X70 + XT71 + X72 +
X73 + X74 + X75 4+ X76 + X77 + X78 + X79 + X80 + X81 + X82 +
X83 + X84 + X85 + X86 + X87 + X88

Vyse uvedené ptikazy vytvorily vzorec, ktery obsahuje vSech 88 potencialnich prediktort
a ktery mizeme pouzit béhem postupného vybéru, ve funkci add!:
> 1lm.0<-1m(carnivora.2$LS~+1,data=carn.pco.x)

> addl (Im.0,carn.form, test="F")
Single term additions

Model:
carnivora.2$SLS ~ +1
Df Sum of Sg RSS AIC F value Pr (F)
<none> 186.759 60.227
X1 1 33.712 153.047 40.329 23.7894 3.723e-06 **x*
X2 1 4.346 182.413 59.637 2.5730 0.111620
X3 1 6.687 180.072 58.216 4.0105 0.047723 *
X87 1 0.392 186.367 61.996 0.2270 0.634709
X88 1 0.033 186.725 62.207 0.0192 0.889948
Signif. codes: 0 '"***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 " ' 1

> 1lm.l<-update (1lm.0, .~.+X1)
> addl (1m.1,carn.form, test="F")

> 1lm.2<-update (1lm.1l, .~.+X71)
> addl (1m.2,carn.form, test="F")
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Postupné rozsifovani modelu dale pokracovalo az k modelu, pro ktery piidani
jakéhokoliv dalsiho prediktoru nevedlo k prikaznému zvySeni objasnéné variance,
posuzovanému F testem:

> Im.ll<-update (1m.10, .~.+X27+X43+X58)
> addl (1m.11,carn.form, test="F")

Model Im.11 lze povazovat za vysledny, obsahujici relevantni cast informace
o fylogenetické zptiznénosti srovnadvanych druhd. K tomuto referencnimu ("nulovému" -
baseline) modelu tedy muzeme piidat prediktor, jehoz efekt nds zajima, a otestovat
zménu jeho kvality oproti referenénimu modelu:

> 1lm.final<-update (lm.11l,.~.+log(carnivora.2$SB))
> anova (lm.11,1m.final)
Analysis of Variance Table

Model 1: carnivora.2SLS ~ X1 + X71 + X20 + X6 + X68 + X3 + X8 + X9 + X2 +
X7 + X17 + X28 + X63 + X84 + X69 + X56 + X4 + X14 + X27 +
X43 + X58

Model 2: carnivora.2SLS ~ X1 + X71 + X20 + X6 + X68 + X3 + X8 + X9 + X2 +
X7 + X17 + X28 + X63 + X84 + X69 + X56 + X4 + X14 + X27 +
X43 + X58 + log(carnivora.2$SB)

Res.Df RSS Df Sum of Sg F Pr (>F)
1 88 32.281
2 87 32.216 1 0.065 0.1755 0.6763

Nas zavér je tedy opét stejny jako u PIC a GLS metod, po fylogenetické korekci neni
efekt hmotnosti mozku pritkazny.

Bodova data — motivaéni priklad

Nase ptikladova data popisuji rozmisténi hnizd dvou druhi mravenct na plose o velikosti
zhruba 250 x 230 metrti (délkovou jednotkou jsou ale "piil-stopy"). Protoze pro tento typ
dat je v programu R nejuzitecnéjsi asi knihovna spatstat, zacneme jejim otevienim.

> library(spatstat)

> data (ants)

> summary (ants)

Marked planar point pattern: 97 points
Average intensity 0.000226 points per unit area

Marks:

frequency proportion intensity
Cataglyphis 29 0.299 6.76e-05
Messor 68 0.701 1.59e-04

Window: polygonal boundary

single connected closed polygon with 11 vertices
enclosing rectangle: [ -25 , 803 1 x [ -49 , 717 ]
Window area = 428922

> plot (ants,cols=2:3)
Cataglyphis Messor
1 2

> legend ("bottomright",pch=1:2,c0l=2:3, legend=levels (ants$Smarks))
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Text, ktery nam zobrazila funkce summary se dost lisi od toho, ktery predstavuje shrnuti
dat napiiklad v datovych ramcich. Je to proto, ze datovy objekt ants je typu "bodové
usporadani" (point pattern, v R je tento typ dat oznaCovan jako ppp). Vidime (téz ve
vytvoteném grafu — viz Obr. 66), ze celkem bylo zaznamenano 97 hnizd, ta ale patfi
dvéma druhiim mravenct — Cataglyphis bicolor s 29 hnizdy a Messor wasmannii s 68
hnizdy. Data tedy piedstavuji tzv. znackované bodové usporadani (marked point pattern),
ve kterém nejsou vSechny zaznamenané pozice (body v roving) ekvivalentni, protoze jsou
rozliSeny hodnotou své znacky. V nasem ptipad¢ jde o identifikaci druhu, kterému
mraveniSté patii, nicméné znaCkované uspofaddni miize mit i kvantitativni atribut
(naptiklad udaje o rozmisténi jednotlivych stromti na ploSe mohou byt doplnény jejich
vyskou nebo primérem kmene).

ants

© Cataglyphis
A Messor

Obr. 66

Pro jednoduchost zacneme ale s neznackovanym patternem, ktery pro nase data ziskame
jejich rozdélenim na dvé bodova uspotradani — kazdé odpovidajici jednomu z druhi.
Pozornost ale zamétime jen na jeden z nich, odpovidajici v datech vice zastoupenému
druhu Messor (druhova jména pro zestruénéni v nasledujicim textu vynechavam):

> ants.M<-split (ants) $Messor

> summary (ants.M)

Planar point pattern: 68 points
Average intensity 0.000159 points per unit area

Window: polygonal boundary
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single connected closed polygon with 11 vertices

enclosing rectangle: [ -25 , 803 1 x [ -49 , 717 ]

Window area = 428922

Vsimnéme si, ze soucdsti informace o bodovém patternu, kterd je nezbytna pro jeho
naslednou analyzu, je znalost tvaru a velikosti plochy, na kterou se vztahuji tdaje
o pozicich jednotlivych jevil (events), v naSem piipad¢ pritomnosti hnizd. Tato informace
je uloZena v atributu bodového uspotradani nazvaném window. Jak jesté uvidime, je
ocekavana densita (intensita) jevii A (tj. poCet pfipadii vztazeny na jednotku plochy)
zakladni informaci, kterou budeme studovat a v naSich modelech bodovych procesii
ptedpovidat. Je proto dilezité¢, abychom skutecnou uvazovanou (pii terénnim zdznamu
prohledavanou) plochu spravné zaznamenali. Napiiklad pro tato data Ize sice spocitat
obdélnik obklopujici tésné¢ vSechna pozorovani (viz "enclosing rectangle" vyse, ve
vystupu funkce summary), ale skutecny tvar plochy, na které byla hnizda
zaznamenavana, je polygonalni a vypliuje jen ¢ast tohoto obdélniku. Jesté extrémné;si
situaci si lze predstavit v piipad¢, ze bychom zaznamenavali napt. vyskyt jedincd
jednoho nebo vice druhti rostlin, omezenych na lu¢ni biotopy v podminkach, ve kterych
jde o nepravidelné, ¢astecné propojené plochy, obklopené a prostoupené jinym typem
biotopu (napt. lesem). Obklopujici obdélnik by nam o intensité vyskytu rostlin v takovém
pfipad¢ nic zajimavého netekl. Knihovna spatstat je ale ochotna pfijmout i slozity
polygonalni popis skutecné¢ analyzované plochy, ktery se mize skladat z nékolika
odd¢lenych polygonti, a uvniti kazdého z nich také mohou byt "diry", ve kterych nebyly
vyskyty zaznamenavany. Polygony se ale nesmi protinat a jejich vrcholy musi byt
zaznamendvany proti sméru hodinovych rugicek™.

Zakladni shrnuti bodového usporadani

Vyse uvedena funkce summary nam o bodech, ptedstavujicich hnizda druhu Messor,
poskytla dulezitou (a¢ obsahem jednoduchou) informaci, a tou je primérna intensita jevu
A, tj. hustota hnizd na jednotku plochy. Hodnota 0.000159 oznacuje primérny pocet
mraveni$t’ na jednu ctvrtinu CtvereCné stopy (protoze délkovou jednotkou je zde piil
stopy) apokud zname celkovy pocet jevi (mravenist) a velikost zdznamové plochy
(v naSem piipadé polygonu s 11 vrcholy), neni jeji vypocet slozity:

> 68/428922
[1] 0.0001585370

Pokud by umisténi kazdého hnizda v ploSe bylo zcela nahodné, nezavislé na pozici hnizd
jinych, a kazdy bod této plochy mél stejnou o&ekavanou intensitu vyskytu’', popisoval by
rozmisténi hnizd nejlépe tzv. homogenni’> Poissoniv proces. Pokud bychom do
studované plochy umist'ovali ¢tverce o plose P a zaznamenavali pocCet mravenist’, ktera
do jednotlivych ploch padnou, ziskané hodnoty by pochazely z Poissonovy distribuce
s prumérem AP. Jde o obvykly nulovy model, ktery pii studiu uspotradani bodt v plose

%0 podrobnosti o zadani polygonu zde probirat nebudeme, ale Gtenafe odkazuji na napovédu pro funkce ppp
a owin.

>! neslo by napiiklad o gradient od okraje lesa do pole, podle kterého by se ménila dostupnost potravy,

a tim i z4jem mravenct o umisténi hnizda

>2 Slovo "homogenni" odkazuje pravé na neménnost oéekavané intensity v ramei studované plochy.
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pouzivame jako referenc¢ni. Tento model se v literatuie Casto oznacuje zkratkou CSR
(z Complete Spatial Randomness). Pokud by byl pro naSe data spravny, nedalo by se fici
o usporadani bodt, navic k informaci o A, jiz nic dal$iho. VétSinou proto nasi praci
s bodovym uspofadanim zalindme jeho porovnanim s Poissonovym procesem.
Nejjednodussim postupem je piekryt plochu pravidelnou siti Ctvercli a porovnat

r v w7 o . s v ’ W r ’ . W ’ 2
pozorované pocty piipadit v jednotlivych Ctvercich s ocekavanymi pocty, pomoci y
testu. Jeho sila ale zavisi na poctu pozorovani a také na poctu ¢tvercu (fadka a sloupcti),
do kterych plochu rozdélime. Nase piikladova data (zejména jen s jednim druhem) jsou
mala:
> quadrat.test (ants.M)

Chi-squared test of CSR using quadrat counts

data: ants.M
X-squared = NaN, df = 24, p-value = NA
Warning message:
Some expected counts are small; chi”2 approximation may be inaccurate in:

quadrat.test (ants.M)
> quadrat.test (ants.M) $Sexpected

[1] 0.10050251 2.47236181 3.63819095 1.50753769 0.00000000 3.08542714
[7] 4.02010050 4.02010050 4.01005025 1.95979899 3.85929648 4.02010050
[13] 4.02010050 4.02010050 4.01005025 2.44221106 4.02010050 4.02010050
[19] 4.02010050 2.11055276 0.00000000 1.32663317 3.28643216 2.00000000
[25] 0.03015075

Druhym piikazem jsme zobrazil ocekavané pocty hnizd v jednotlivych 25 ¢tvercich, na
které byl rozdélen obdélnik obklopujici studovanou plochu. Krom toho, Ze jsou vSechny
otekavané poéty piili§ nizké na to, aby byla 3 distribuce dobrou aproximaci distribuce
testovaci statistiky, vidime také, Ze v jednom piipadé je ocekdvand hodnota dokonce
nulova. To je primarni p¥i¢inou neuspdchu testu, kde je hodnotou testovaci (X?) statistiky
NaN (tj. "necislo"): pfi vypoctu piispévku tohoto ctverce délime nulou! Jak je vibec
mozné, Ze nejsou pro stejné velké étverce viechny odekavané poéty stejné? Ctenafi, ktery
na to zatim jeSté nepfisel, napovi hezky obrazek (Obr. 67), ktery z vysledku testu vytvoii
funkce plot:

> plot (quadrat.test (ants.M))

quadrat.test(ants.M)

0 01 135" 3O 20 003

28 0.95 \ -0.17

0.49 -0.51 0.99 -1.5

1.1 0.49 -0.01 -0.01 -0.005

\-m -0.01 0.99 -0.005 -1.4

-0.32 -0.9 | 12— 04 NaN

Obr. 67
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Kazdy ctverec ma v levém hornim rohu uveden pocet pozorovanych udalosti O (pocet
mravenist) a v pravém pak (zaokrouhleny, srovnej s textovou informaci vyse) pocet
otekavany (E). Z nich je pak vypoéten "piispévek" étverce do celkové X statistiky (zde
vypoéteno jako (O-E)/VE) a zobrazen nad dolnim okrajem &tverce. Vidime, e odekavané
hodnoty jsou rovny 4.02 jen pro Ctverce plné obsazené v polygonu predstavujicim
skute¢nou studovanou plochu. U ostatnich ¢tverct je tato hodnota nasobena podilem
jejich plochy obsazené uvnitf polygonu. Jednoduchym "feSenim" naseho problému je
snizit pocet Ctvercii, ale oslabujeme tim také vysledny test:

> quadrat.test (ants.M, 3)

Chi-squared test of CSR using quadrat counts
data: ants.M
X-squared = 5.7929, df = 8, p-value = 0.6704

Warning message:

Pokud bychom se na vysledek tohoto testu spoléhali (napf. pro podstatné vétsi data),
zaver by byl, Ze rozmisténi hnizd mravencti Messor nelze odlisit od zcela nahodného.

Funkce K a jeji pfibuzenstvo

Ptipadné odchylky od ndhodné distribuce bodii v prostoru lze sice také popsat jednim
Cislem (napf. pomérem mezi variabilitou a primérem pocti pozorovani ve ctvercich
umisténych pres studovanou plochu), nicméné jen velmi hrubé, tj. jako shlukovité nebo
pravidelné rozmisténi bodi.

Takové zjisténi ale pfiliS nepohne naSim poznanim biologickych jevl, které za
prostorovym uspoiadanim stoji. U mravencti Messor bychom ocekavali, Ze existuje urc¢ita
minimalni hodnota, pod kterou se vzdalenosti mezi jejich hnizdy nemohou dostat.
Pfinegjmensim je to hodnota odpovidajici dvojndsobku poloméru typického hnizda
(mraveni$té nejsou bezrozmérné body a asi se nebudou navzjem piekryvat). Nicméng,
niz8i pravdépodobnost existence dal§iho mravenist¢ miizeme ptedpokladat i pro vétsi
vzdalenosti, napiiklad jako dvojnasobek typické délky potravnich cest, vychazejicich
radialn¢ z kazdého mravenisté. Tyto fyzikalni (velikost mravenist€) a biologické
(kompetice o potravu) procesy by se me¢ly odrazit v celkovém rozmisténi mravenist’ a my
bychom radi zjistili zda a na jak velké prostorové skale ve skutecnosti plisobi.

K tomu nam mutize pomoci tzv. K funkce, kterou v osmdesatych letech 20. stoleti navrhl
prof. Brian Ripley. Klasickou K funkci mizeme vynést jako rostouci kiivku, kterd nam
pro rizné vzdalenosti od "primérného" jevu (zde mravenist€) — vynasené na osu X,
ukazuje na ose Y ocekavany pocCet mravenist' vyskytujici se do této vzdalenosti. Ve
skute¢nosti ale K funkce neptfedpovida skutecné pocty ptipadi — jeji hodnoty jsou
standardizovany primeérnou intensitou jevil, tj. ocekdvané pocty bychom ziskali
vynasobenim hodnoty funkce K odhadem A. Funkci K si znazornime pro naSe data
pomérné jednodusse:

> K.M<-Kest (ants.M)
> plot (K.M,cbind(iso, theo) ~r)
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Obr. 68

Teoreticky pribéh pro nahodny Poissoniiv proces (v proménné K.M jej predstavuje
proménna theo) je v grafu znazornén Cervenou pierusovanou kiivkou, zatimco hodnotu
K funkce odhadnutou z naSeho bodového uspotadani predstavuje cerna kiivka.
Odpovidajici nazev iso odkazuje na typ korekce na okrajovy efekt: tuto korekci je vzdy
tteba provést (protoze pocet sousedii pro body blize k okrajim studované plochy je
podcenén), nazory na nejvhodnéjs$i metodu se ale dost li§i. Obecné lze fici, ze vySe
zvolend metoda (tzv. isotropicka korekce) patti ke kvalitnim, jeji vypocet je ale pro data
vétsitho rozsahu Casov€é narocny. Proménnd K.M nabizi 1 dal§i alternativni odhady
funkce K, zalozené na odliSném zptisobu korekce okrajového efektu.

Z diagramu také vidime, Ze hodnota funkce K.M rychle roste: neni divu, s rostoucim
polomérem okoli 7 se o¢ekdvany pocet sousedi zvysSuje s jeho druhou mocninou (pokud
je A rovno 1, je otekdvana hodnota K rovna m”. Proto se také Casto misto funkce K
vynasi proti hodnotam r jeji transformace, \(K/r). Takto transformovana funkce se obcas
oznacuje pismenem L a pro nase data si ji vyneseme nasledujicim zptisobem:

> plot(K.M, sgrt(cbind(iso,theo)/pi) ~ r, ylab="L(r)",
+ main="L(r) for Messor")
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L(r) for Messor
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Obr. 69

Vidime (v Obr. 69), Ze pozorovany pocet sousedi je nizsi nez o¢ekdvany az do vzajemné
vzdalenosti kolem 120, mravenisté blize nez 20 jednotek (tj. asi 3 metry) v tomto souboru
vibec nejsou. Tento poznatek vyuzijeme pozdé&ji, pfi fitovani statistického modelu pro
toto bodové usporadani.

Problém s diagramem v Obr. 69 je v tom, ze vyznamnost odchylky nasi K funkce (¢erna
Cara) od teoretick¢ hodnoty (Cervend piimka) z néj nedokdaZeme posoudit. Mizeme
k tomu ale pouzit tzv. obalky (envelopes). Pokud bychom vytvoftili bodové usporadani n
bodli (kde n by odpovidalo poctu bodi v naSich datech), které by opravdu bylo
vysledkem Poissonova procesu (tj. nezavislého umistovani jednotlivych bodl) a pro toto
uspotadani spocitali K funkci, pfedstavovaly by jeji hodnoty jakousi referenci, se kterou
mizeme K funkci spoctenou z naSich dat porovnavat. OvSem pokud bychom vytvofili
dalsi takové nahodné uspotfadani n bodl, funkce K by pro n¢j bézela trochu jinudy,
piestoze by usporadani bylo vytvoieno ze stejného ndhodného procesu. Kdyz takovych
usporadani ale vytvofime dostateCny pocet (napiiklad 99), rozsah hodnot z nich
spocitanych K funkci pro danou hodnotu » nam dava piibliznou pfedstavu o intervalu, ve
kterém bude lezet "vétSina" K kiivek, které odpovidaji uspotadanim, vzniklym zcela
nahodnym (Poissonovym) procesem. Vyznam slova "vétSina" mlzeme upiesnit tak, ze
pokud opravdu pouzijeme vzdy nejmensi a nejveétSi hodnotu danych 99 kiivek,
predstavuje jejich rozsah (obalka, envelope) obdobu 98-procentni konfidenéni oblasti.”
prikladu grafu L funkce, ktery jiz mame vytvoreny v Obr. 69 — ¢ary 98%-ni obalky do n¢;j
pridame takto:

> env.l<-envelope (ants.M, Kest, 199, 5)

> lines(env.1$r, sqrt(env.1$hi/pi), col="red")
> lines(env.1S$r, sqgrt(env.1$lo/pi), col="red")

33 Pokud bychom pii konstrukci obecngji pouzivali x-tou nejmensi hodnotu a také x-tou nejvétsi, a to vzdy
z N sestrojenych kiivek, byl by pokryty interval roven hodnoté 100*(1-(2 * x)/ (N+1))
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Vidime, ze v rozsahu vzdalenosti zhruba 15 az 50 vybocuje K funkce pro nase
usporadani z 95% rozsahu K funkci zcela ndhodnych procest.

Kromé K funkce, ktera vyjadiuje zménu poctu sousedi s rostouci vzdalenosti od ndhodné
zvoleného ptipadu (mraveniste), se pouzivaji i dalsi funkce, které pracuji se vzdalenostmi
v bodovém usporadani. Zde si uvedeme F, G a J funkce. Jejich smysl a pouziti 1épe
pochopime, pokud je uvidime v grafické podobé. To zvladneme relativné Ilehce
nasledujicim ptikazem:

> plot(allstats (ants.M), formule=1list (cbind (km, theo)~r,

+ cbind (km, theo) ~r, cbind (km, theo) ~r, sqrt (cbind (iso, theo) /pi) ~r))

Jedinou slozit€jsi casti je parametr formule, pomoci kterého vybirame charakteristiky,
které jsou v kazdém ze 4 grafii vynaseny.

V pravém dolnim rohu vysledného obrazku (Obr. 70) je nam jiz zndma L funkce. Rozsah
vzdalenosti na horizontalni ose tohoto grafu je vétsi nez pro grafy zbyvajici, protoze
ostatni vynasené funkce pracuji se vzdalenostmi vzdy jen k nejbliz§Sim sousediim, ne ke
v§em moznym bodiim, jak uvidime v nésledujicich odstavcich.
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Obr. 70

F funkce se také nazyva funkci volného prostoru (empty space) a velmi pfiblizné
mizeme fici, Ze popisuje vlastnosti volného mista (mezer, gapl) v daném bodovém
usporadani. Popisuje pro libovolné soufadnice (pozor, v tomto piipadé nejde o existujici
jev, ale opravdu jakykoliv bod na plose) distribuci vzdalenosti k nejblizSimu piipadu
("jak daleko musim z nahodné zvoleného bodu urazit, nez dojdu k mravenisti?").
Skutecny prubéh ukazuje, ze je tato vzdalenost o trochu mensi, nez bychom
predpokladali u zcela ndhodného patternu (odhadnutd kumulativni distribu¢ni kiivka
roste rychleji nez teoreticka, oznacena cervenou carou).
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Dalsi zajimavou funkci je tzv. G funkce, ktera popisuje distribuci hodnot vzdalenosti
mezi uréitym piipadem (jevem) a jeho nejbliz§im sousedem ("jak daleko musim jit od
ur¢it¢ho mravenisté, nez dorazim k dalsimu?"). V tomto piipadé vidime, ze k nejblizSim
sousedim je v naSich datech dale, nez bychom ocekavali u skutecné nédhodného
usporadani.

Funkce F a G popisuji dva komplementarni aspekty ndhodného resp. shlukovitého ¢i vice
pravidelného uspotfadani bodi. Tyto dva aspekty se také daji pomérné jednoduse
zkombinovat jako (1-G)/(1-F). To je J funkce ve tfetim obrazku. Pro zcela nahodné
bodové uspofadani ma konstantni hodnotu 1 a je mensi nez 1 pro shlukovitd a vétsi nez 1
pro vice pravidelnd uspofadani na dané prostorové skale, dané hodnotou r. Graf funkce J
nam naznacuje nejvyssi pravidelnost na vzdalenosti zhruba 50 jednotek mezi nejblizSimi
sousedy.

Modelovani bodovych usporadani

Dosavadni vysledky nam naznacuji, ze usporadani mravenist druhu Messor neni tak
nahodné, jak by vyplyvalo z vysledku y* testu. Vyse jsme spiSe teoreticky navrhli
(anektera z grafickych hodnoceni bodového patternu to potvrzuji), ze jednotliva
mravenis$t¢ jednak maji urCitou minimalni vzdalenost, kterd musi existovat mezi body
predstavujicimi jejich stfedy, jednak ze urcité biologické jevy vedou k tomu, Ze 1 do vétsi
vzdalenostni limity (mezi 50 a 120 jednotkami), existuje urcitd "odpudiva sila". Takové
usporadani mizeme popsat jako vysledek tzv. "hard core" procesu, n€kdy nazyvaného
Strausstiv "hard core" proces. Vyraz "hard-core" odkazuje na onen mensi disk vylu¢ného
prostoru kolem kazdého existujiciho bodu, ale spolecné se zakladnim Straussovym
uspofadanim ma i toto druhy parametr, kterym je vzdalenost, pod kterou zacinaji plsobit
interakce mezi body.

Uspoiadani bodi modelujeme v knihovné spatstat pomoci funkce ppm, ktera v jistém
smyslu odpovida obecnym modelovacim funkcim typu g/m. Pokud bychom chtéli napf.
ppm a glm modely porovnavat, musime si uvédomit, ze zde modelujeme ocekavanou
intensitu procesu (ocekavanou densitu mravenist). Ta se méni jednak podle hrubsiho
planu (na vétsi skale), naptiklad systematicky pies vyzkumnou plochu z jednoho konce
na druhii, nebo mezi lokalitami, nebo v zavislosti na faktoru prostiedi (napt. pidni
vlhkost), jednak se méni na drobné skale, odpovidajici interakcim mezi jednotlivymi jevy
(zde mravenisti). Prvni typ variability jsme casto schopni popsat pomoci néjakych
vysvétlujicich proménnych (prostorové souradnice, faktory, kvantitativni prediktory),
zatimco projev t€¢ druhé slozky se méni mezi vzorky, vzdy podle konkrétniho uspoiadani
bodi. V tomto smyslu mizeme o téchto dvou slozkach hovofit jako o systematické
a stochastické slozce modelu, ktery funkce ppm fituje.

Nejjednodussi model (ktery jsme mezitim jiz trochu zpochybnili) je homogenni
Poissonliv, ve kterém se intenzita procesu neméni ani systematicky, ani v zavislosti na
umisténi jednotlivych pfipadt. Nafitujeme jej takto:

> ppm.0<-ppm(ants.M, trend=~1, interaction=Poisson())

Parametr trend predstavuje systematickou c¢ast modelu, zmény intenzity vyvolané
vnéjSimi faktory. Hodnota ~/ (tj. konstanta) tedy urcuje, Ze jde o stacionarni
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(homogenni) usporadani bez trendu. Stochasticka slozka (interaction) je modelovana
pomoci funkce Poisson, ptedstavujici absenci interakce mezi jednotlivymi body (hnizdy).

Nyni mizeme pokrocit k modelu Straussova "hard core" procesu:

> ppm.l<-ppm(ants.M, trend=~1,interaction=StraussHard (r=50,hc=10))
> ppm. 1l
Stationary Strauss - hard core process

Trend:

First order term:
beta

0.0002386591

Interaction:

Pairwise interaction family

Interaction: Strauss - hard core process
interaction distance: 50

hard core distance: 10

Fitted interaction parameter gamma:

[1] 0.6679

Tento model mé, krom¢ dvou parametri » a Ac, které musi byt pfedem zadany, jesté jeden
—nazvany gamma, ktery popisuje povahu interakce mezi body se vzdalenosti mensi nez
(tj. mén€ nez 50 pro ndS model). Parametr gamma mensi nez jedna udava inhibitivni
interakci (vedouci k uspotfadani pravidelnéjSimu nez je nahodné) — a to je pfipad naSich
dat, zatimco hodnota gamma vétsi nez jedna odpovida tendenci ke shlukovani.

S takto nafitovanym modelem muizeme testovat hypotézu, ze tento model nepopisuje
bodové uspotadani 1épe nez model ppm.0, ktery predpokladéa zcela nahodné rozmisténi.
Nejde to ale bez jistych obtizi:

> anova (ppm.0,ppm.1)
Error in anova.ppm(ppm.0, ppm.l) : Some of the fitted models are not Poisson
processes: p-values are not supported by any theory

Autofi se timto zplisobem ziikaji odpovédnosti za piipadné pouziti parametrického
testu’®. My se ale odvazime pouZit test porovnavajici deviance modeld, které z ppm.0
a ppm. 1 vydobudeme odlisnymi zpiisoby:

> anova (ppm.0)

Analysis of Deviance Table

Model: quasi, link: log

Response: .mpl.Y

Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 524 343.52

> anova (ppm.l$internal$glmfit)
Analysis of Deviance Table
Model: quasi, link: log
Response: .mpl.Y
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev
NULL 503 339.65
Interaction 1 8.23 502 331.42

>4 a jinde slibuji, ze budouci verze knihovny spatstat umozni 1épe testovat modely i jejich jednotlivé
parametry ...
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> pchisq((343.52-331.42), (524-502))
[1] 0.04472064

Vysledek (p=0.0447) je pomérné dobry, s ohledem na omezeny pocet bodii v naSich
datech, ovSem statisticka teorie podporujici jeho pouziti neni dosud publikovana.

Alternativni zptisob (mén¢ kontroverzni z pohledu statistické teorie bodovych
usporadani), jak porovnat ptihodnost dvou alternativnich modelt (ppm.0 a ppm.1), je ten,
7ze budeme pomoci simulace vytvaret na zdklad¢ nafitovanych modelti novad bodova
usporadani stejné velikosti jako ma to naSe. Pro kazdé z takto vytvorenych usporadani
pak vypocteme napi. K funkci a posoudime, zda K funkce spoctend z naseho vychoziho
bodového usporadani muize "byt jednou z téchto K funkci". Jinymi slovy - timto
zpisobem testujeme, zda nami pozorované uspoiadani bodid mohlo vzniknout procesem,
ktery popisuje nafitovany model. Opét zde pouzijeme funkci envelope, se kterou jsme se
seznamili jiz v pfedchozi sekci:

> env.0<-envelope (ppm.0,Kest, 199, 5)

> env.l<-envelope (ppm.1l,Kest,199,5)

Vsimnéme si jeste, ze funkce summary nam pro takto vytvorené objekty poskytne docela
uzitecné informace:

> summary (env.1l)

Pointwise critical envelopes for K(r)

Obtained from 199 simulations of fitted model

Upper envelope: pointwise 195th largest of simulated curves
Lower envelope: pointwise 5th smallest of simulated curves
Significance level of Monte Carlo test: 10/200 = 0.05

Data: ppm.1l

Vysledek si zobrazime pomoci néasledujiciho kédu, vysledek je pak vidét v Obr. 71.

> par (mfrow=c (1,2))
> plot (K.M, sqrt(cbind(iso, theo)/pi) ~ r,
ylab="L(r)",main="ppm.0",xlim=c (0,120))

ppm.0 ppm.1

80 120
1

100 120
1 1

L(r)
L)

Obr. 71
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Nas bodovy pattern tedy modelu ppm. I v zasadé neodporuje (mozna bychom na zakladé
obrazku zvysili polomér "hard core" oblasti z 10 na 20), na rozdil od modelu ppm.0,
jehoz "chovani" je az do » kolem 50 neslucditelné s naSimi daty.

V této sekci jsme si ukazali jen velmi malou ¢ast moznosti funkce ppm. Zminime jen, ze
pomoci této funkce mizeme modelovat také trendy v intenzité¢ procesu. Mizeme bud’
popisovat prostorové trendy, naptiklad parametrem typu trend=polynom(x,y,2) popiseme
prostorovou zménu hustoty mravencich hnizd polynomem druhé stupné, nebo vztah
k externim faktorim prostiedi (pokryvnost vegetace, pH, vlhkost, apod). U této druhé
moznosti ale ¢tenafe varuji, ze pro Uspésné nafitovani modelu nepostacuje mit takovy
faktor prostfedi zméien v misté kazdého jevu (tj. naptiklad mravenciho hnizda), musime
mit jest¢ rozumné mnozstvi dalSich bodi, ve kterych byly tyto proménné rovnéz
zméteny. Pokud se nad tim logicky zamyslime, davéd to smysl — nemohu studovat
preference mravenct pro umisténi hnizd jenom na zékladé¢ métfeni podminek tam, kde
hnizda nakonec opravdu umistili. Jinou moznosti je, ze vysvétlujici proménnou zadame
v podobé rastrové mapy, ve které ji Ize ziskat napt. z GIS aplikaci. Zpusob provedeni
takovychto analyz ale vybocuje zrozsahu této ucebnice a Cctenafe odkazuji na
dokumentaci ke knihovné spatstat.

Analyza znac¢kovanych bodovych usporadani

V této casti se omezime na jednoduché piiklady prace s daty, ve kterych znacky
predstavuji kategorie urcitého faktoru — napiiklad biologické druhy. Vratime se
k ptivodnim datim ants, obsahujicim tidaje o dvou druzich mravencd.

Zacnéme nejprve u K funkce. V piipad¢ porovnani dvou druhti si miizeme predstavit
¢tyfi rizné K funkce: jedna popisuje ofekdvané pocty hnizd druhu Messor s rostouct
vzdalenosti od hnizda stejného druhu, druha pak obdobnou charakteristiku pro druh
Cataglyphis. Pak jsou tu ale také dvé cross-funkce K, ve kterych porovndvame "naptic"
obéma druhy. VSechny tyto funkce miize spocitat a zobrazit najednou, pomoci funkce
alltypes:

> plot (alltypes (ants, "K"), formule=sqgrt (cbind (iso, theo) /pi)~r,ylab="L(r)",

+ xlim=c(0,100))
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Array of Kcross functions for ants.
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Obr. 72

Funkci v pravém dolnim rohu jiz zname — je to L funkce pro druh Messor. Funkce
v levém hornim rohu popisuje rozmisténi hnizd pro druh Cataglyphis, jestlize ignorujeme
existenci hnizd druhého druhu. Z pribéhu vidime tendenci k seskupovani na malé Skale
(tddové kolem 10 jednotek, mozna jde o dcefinnd mravenis§t€¢ vznikld rozdélenim)
a naopak vice "inhibi¢ni" uspotfadani na vétsi Skale (nad 70 jednotek). Naopak ve dvou
cross-funkcich (vpravo nahofe a vlevo dole) neni vidét zadny vyrazny vztah mezi
distribucemi mravenist’ obou druhti, samoziejme mimo existence "vylu¢ného prostoru"
kolem stfedu mravenist’.

Na zéklad¢ téchto vysledkti bychom mohli nafitovat naptiklad takovyto model:

rr<-matrix(50,2,2)

hh<-matrix(c(5,10,10,10),2,2)

types<-levels (ants$marks)

ppm.2<-ppm(ants, trend=~marks,interaction=MultiStraussHard (types, rr,hh))

vV V V V

Hodnota vzorce pro parametr trend odpovida predpokladu, ze je intenzita procesu (tj.
densita vyskytu mravenist) sice konstantni, ale odliSnd pro oba druhy. Interakce je
popsédna nasobnym Straussovym procesem, s vyluénymi zénami (hard core) a s moznymi
interakcemi od vzdalenosti 50 jednotek. Oba parametry (r a A, viz vySe pro jednodruhovy
Strausstiv hard-core proces) jsou zadany v podobé matice 2x2 (protoze mame dva spolu
interagujici druhy), niz$i hodnota pro vylu¢nou (hard-core) zonu v piipadé¢ druhu

Jo 4 .

Cataglyphis odrazi zjisténou pozitivni interakci na takto kratkou vzdalenost (viz Obr. 72).

Nafitovany model si mtizeme shrnout takto (funkce summary poskytuje navic detaily,
které jsou spiSe technické povahy):

> ppm. 2
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Stationary Multitype Strauss Hardcore process
Possible marks:

Cataglyphis Messor

Trend:

Trend formula: ~marks

Fitted first order terms:
beta Cataglyphis beta Messor
6.525459e-05 2.316562e-04

Interaction:
Pairwise interaction family
Interaction: Multitype Strauss Hardcore process
2 types of points
Possible types:
[1] "Cataglyphis" "Messor"
Interaction radii:
Cataglyphis Messor
Cataglyphis 50 50
Messor 50 50
Hardcore radii:
Cataglyphis Messor
Cataglyphis 5 10
Messor 10 10
Fitted interaction parameters gamma ij:
Cataglyphis Messor
Cataglyphis 0.8989 1.1741
Messor 1.1741 0.6648

Nejzajimavéjsi jsou asi odhady parametrd gamma (viz t€Z vySe, u jednodruhového
Straussova modelu), které ukazuji viceméné pozitivni vazbu mezi hnizdy obou druht (to
by odpovidalo tomu, ze se druh Cataglyphis zivi hlavn€¢ mrtvym hmyzem, zde asi hlavné
mrtvolami druhu Messor). Takova interpretace ovSem zavisi na na$i apriorni volbé
vzdalenosti, pod kterou se interakce zacinaji objevovat (my jsme zvolili hodnotu 50).

Porovnéani s modelem s odli$n¢ zvolenymi parametry je sice mozné, nicméné knihovna
spatstat jej prili§ neusnadnuje (autoii ale opét slibuji vylepseni v budoucich verzich).
Porovnavat bychom museli (pomoci funkce anova) nikoliv pfimo objekty vracené funkci
ppm, ale jejich komponenty, které piedstavuji vysledky fitovani zastupnych zobecnénych
linearnich modelu ($internal$gimfir).
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